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 محاسبه مومنت عطالت

 1 ابزار کانکور؛ جدیدترین تکنالوژی آموزشی در سطح کشور

 

 محاسبه مومنت عطالت

گردد با استفاده مومنت  عطالت جسم دورانی  موارد استعمال   زیاد داشته  و اکثرا در مسایل  میخانیک  از ان استفاده می

 نمود.ها را به حول سه محور اساسی دریافت  توان  مومنت عطالت اۤناز خواص تناظر اجسام می

 مومنت عطالت حلقه دایروی( ۱

نمائیم که حلقه دارای مساحت سطح شود .فرض میحلقه دایروی توسط دوران یک نقطه بحول  یک محور ثابت ساخته  می

را به امتداد   بوده و متجانس  باشععععد . حالت تناطر اۤنرا در نظر گرفته و محور  و کثافت  ، شعععععا   مقطع معین 

نماید ، دو محور در مسععتوی حلقه گیریم، یعنی عمود بالای مسععتوی حلقه که از مرکز اۤن عبور میمحور دوران در نظر می

نظر به محور زاویه  )1(قرار دارند  قرار شعع ل  x شععود اندازه می

واقع اسععت  و . حجم عنصععری را در نظر می گیریم که بین 

 پس :

cos , sin

...........(1)

x r y r

v ar

 



   

   

 

ند قرار ذیل  دریافت مومنت عطالت بحول محور های مختلف می  توا

 .گردد

در این حالت  کمیات وضعععیه  بحول محور که عمود به مسععتوی  حلقه  بوده  و از مرکز حلقه مذکور برذرد یعنی الف( 

 مختلف با انتخاب سیستم کمیات وضعیه  اختیاری صفر است . پس:عناصر 

 

2 2

2 2 2 3

0 0

23 3 3 2 2 2

0

2

(2 0) 2 2 2

.............(2)

z

z

V M

z

I r dm r dv r ard r a d

I r a r a r a r a r ra r V r

I M r

 



    

          

    

          

 

   
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

 d

zI

Z

قه  شععععععع ل  1( مومنت عطا لت حل

 دایروی
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 2 ابزار کانکور؛ جدیدترین تکنالوژی آموزشی در سطح کشور

 

توان با در نظر گرفتن حقیقت این ه مومنت عطالت عبارت این رابطه را می کتله حلقه است.  در حالی ه 

دریافت نمود. برای حلقه در این از مجمو عه  حاصل ضرب کتله ها و مربع فاصله های اۤن ها از محور دوران است  نیز 

 حالت فاصله هر ذره از مرکز حلقه ثابت است لذا:

2 2 2

1 1

.........(3)
n n

z i i i

i i

I m r r m Mr
 

    

. مومنت عطالت به حول  یا  بحول محور که در مسعععععتوی  حلقه واقع بوده و از مرکز ان عبور می نماید یعنی  )ب 

 عبارت است از :  yمحور 

 

2

2 2 2

0

2 2
2

3 2 3 3

0
0 0

3 2

2

cos

cos 2 1 1 1cos sin 2
22 2

11( (0 0) (2 0)) 2
2 2

1
...........(4)

2

x y

x y

x y

M

x y

I I x dv r ard

I I ar d ar d ar

I I ar ar r

I I Mr



  

   

       

  

   


      

        

 

 

 
 

کتله حلقه اسعععععععت. در نتیجه مومنت عطالت حلقه به حول هر قطر به مانند یک محور دوران  در حالی ه 

 است.   عبارت از 

 بحول محور مماس ) ج 

و یا مم ن موازی به هر محور دیرری باشعععععععد. در هر حالت  مومنت عطالت  تواند موازی به محور محور مماس می 

 وقتی ه کتله تمام جسم  در مرکز کتله متمرکز گردد عبارت است از :

2
...........(5)I M r  

 تواند با اسععتفاده از قضععیه محورهای موازی دریافت گردد. اگر مومنت عطالت مومنت عطالت به حول هر محور مماس می

باشععععد را به و مومنت عطالت بحول محور که موازی به محور حلقه بحول محور مماس که موازی به قطر اسععععت به 

 نشان دهیم، در اۤن حالت  داریم: 

 arM 2

xI
yI

 raM 2

2

2

1
rM

Z

0IZ

I
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 3 ابزار کانکور؛ جدیدترین تکنالوژی آموزشی در سطح کشور

 

2 2 2

0 0

2 2 2

1 3
..........(6)

2 2

2 .................(7)

I Mr Mr I Mr

I Mr Mr I Mr

   

   
 

  مومنت عطالت قرص دایروی ( ۲

گردد. در این حالت محور بحول یک انجام اۤن تشععععع یل می قرص دایروی توسعععععط دورا ن قطعه خط به اندازه        

توانند به امتداد این محور دوران در نظر گرفته شعععوند   یعنی محور دوران از مرکز عبور نموده و عمود های اسعععاسعععی می

شته و  بالای مستوی قرص باشد ( فرضا محور به این جهت انتخاب شود و دو محور دیرری در مستوی قرص قرار دا

توانند هر وضعیت را داشته باشند.  این حلقه را  به چندین عنصر کوچک تقسیم می نمائیم . فرضا ی ی از این عناصر می

(. حجم این عنصعععععر ۲از مرکز حلقه واقع باشعععععد قرار شععععع ل   و به فاصعععععله و کوچک بین زوایای 

 کوچک عبارت است از:

...........(8)dv t rd dr   

 

 

 ( مومنت عطالت قرص دایروی 2ش ل  

 خواهیم مومنت عطالت قرص را به محور های مختلف دریافت نمائیم.ضخامت قرص است. حال می )t(در حالی ه 

 Zالف( مومنت عطالت به حول محور 

0
360

Z

 drdrr 
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 محاسبه مومنت عطالت

 4 ابزار کانکور؛ جدیدترین تکنالوژی آموزشی در سطح کشور

 

2 2

2 2 3 3

0 0 0 0

3 4 4

0

2

1 1
2 2

4 2

1
.............(9)

2

R R

z

R

z

z

I r dm r dv t r drd t r dr d

I t r dr t R t R

I MR

 

    

     

   

    

 

     

 

و  باشعععد . برای  دسعععک میان خالی با شععععا  داخلی شععععا   دسعععک می کتله و  در حالی ه 

 داریم : شعا  خارجی 

 

2

1

3 4 4 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1

2 2

2 1

1 1
2 ( ) ( )( )

2 2

..............(10)

R

z

R

z

I t r dr t R R t R R R R

I M R R

          

 


 

 مومنت عطالت بحول هرقطر   )ب 

توان به امتداد قطر دسععععععک  مومنت عطالت را در نظر گرفت. پس به امتداد می  و یا  نظر به تناظر دسععععععک  بحول 

 داریم:محور 

2 2

2 3 2

0 0 0 0

2 2

4 2 4

0 0

( sin ) ( sin ) sin

1 1 1 cos 2
sin

4 4 2

R R

x

x

I r dv r trd dr tr d dr

I tR d tR d

 

 

       

    

   


  

    

 
 

 

2

4 4 2 2

0

2

1 1 1 1 1 1
( sin 2 ) (2 0 0 0)

4 2 2 4 2 4

1
...........(11)

4

x

M

x

I tR tR tR R

I MR



                     



 

تواند به عین ترتیب که در حالت حلقه دریافت اسعععععععت. مومنت عطالت بحول محور مماس می در اینجا 

 گردید  محاسبه  شود. این حالت به حیث تمرین گذاشته شد. 

 tRVM
2R

1R

2R

xy

x

tRM  2
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 محاسبه مومنت عطالت

 5 ابزار کانکور؛ جدیدترین تکنالوژی آموزشی در سطح کشور

 

 مومنت عطالت استوانه دایروی  ( ۳

گردد، که این ضععلع  به حیث محور اسععتوانه دایروی توسععط دوران مسععتوی بحول ی ی از اضععا  اۤن حاصععل می           

را به توان ی ی از محور های مختصعععات  مثا محور (.  لذا می۳قرار شععع ل   شعععودمیدوران اسعععتوانه در نظر گرفته 

دیرر و در نتیجه محور های مختصات  به هر دو جهت عمود در  امتداد این محور استوانه  انتخاب نمود. دو محور اساسی

کند . این مسعئله در مختصعات اسعتوانوی به اسعانی حل یک مسعتوی عمود به محور اسعتوانه بوده که از مرکز کتله عبور می

 تواند، طوری ه:شده می

cos , sin , ...........(12)x r y r z z      

 

 ( مومنت عطالت استوانه دایروی۳ش ل  

 گردد. حجم عنصری قرار ذیل داده شده است: اندازه مینظر به محور  زاویه

...........(13)dv r d dr dz    

 کنیم  که کثافت استوانه  ثابت است. فرض می

 مومنت عطالت بحول محور استوانه ( الف

 است لذا: عبارت از از محور چون فاصله عمودی عنصر کوچک 

Z

x

dmZr
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 6 ابزار کانکور؛ جدیدترین تکنالوژی آموزشی در سطح کشور

 

2 22
2 2 3 3

0 0 0 0 0
2

4 2 2

2

2

1 1

2 2

1
............(14)

2

L
R R R

z z

L

z

M

z

I r dv r rd drdt I L r drd L r dr

I L R L R R

I MR

 

     

   



      

  



      

 

  زیعرا است.

 

 طول استوانه است. کتله و  در اینجا 

  مومنت عطالت  بحول محور عمود به محور استوانه( ب

اند. مومنت عطالت بحول  و محور عمود به محور اسعععععععتوانه از مرکز کتله اسعععععععتوانه عبور می نماید که عبارت از 

 عبارت است از: یامحور

2
...........(15)

x
I p dv  

 (  داریم :12-1است . مطابق به ش ل   فاصله عنصر حجمی مورد نظر از محور  در حالی ه 

 

 ( بحول محور عمود به محور استوانه۴ش ل  

2 2 2 2
sin ............(16)p z r   

 LRM
2L

xI
yI

XY

pX





2

2

L

L

Ldz
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 محاسبه مومنت عطالت

 7 ابزار کانکور؛ جدیدترین تکنالوژی آموزشی در سطح کشور

 

2 22 2
2 2 2 3 2 2

0 0 0 0
22

2 2 22 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2

0

0 0 0 0

2 2

2

1
( sin ) ( sin ..........(17)

3

( sin ) ( sin ) sin
12 12 2 4 24 4

24 4 2

L L
R R

x

LL

R

R

x

I z r rdrd dz z r z rdrd

L L r r L R
I r rdrd L d LR d

L R
LR

 

  

     

        

 



      

 
        

 

 
 



    

   
2

2 2 2 2

2 2

0

2 2

2

24 4 4 12

............(18)
4 12

x y

L R R L
LR LR

R L
I M I


  

   
       

    

 
   

 

 

 کتله استوانه است.  در حالی ه 

تواند  با اسعععتفاده از قضعععایای مومنت عطالت دریافت گردد. در صعععورت اسعععتوانه مومنت عطالت بحول هر محور دیرر می

بترتیب شعععاعات داخلی و خارجی اسععتوانه  و باشععد در حالی ه می تا  از  میان خالی حدود انتررال برای 

 میان خالی  اند. پس: 

2 2

1 2

2

2 2

1 2

1
( )

2

1
( ) ............(19)

4 12

z

x y

I M R R

L
I I M R R

 

 
    

 

 

  مومنت عطالت سطح کروی باریک ( ۴

توانند به جهت هر یک  باشند. بنابر اۤن  محور های اساسی میاجسام کروی به هر جهت بحول مرکز خود کاما متناظر  می

انتخاب شععده  (۵  نماید، انتخاب شععوند. فرضععاو محور ها قرار شعع ل از سععه محور عمودی همزمان که از مرکز اۤن عبور می

کنیم قشععععر دیوار بسععععیار نازف با کثافت متجانس اسععععت. در این حالت  کثافت حجمی کتلوی حالت فرض میباشععععند در این 

 تعویض گردد. کتله مجموعی قشر عبارت است از: تواند به کثافت سطحی کتلویمی

2
4 ............(20)M R  

 باشد عبارت است از:واقع می  وو و کتله عنصر کوچک  که بین زاویه 

2
sin ............(21)dm R d d    

2
RLM 

r
1R2R1R2R



 d d
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 محاسبه مومنت عطالت

 8 ابزار کانکور؛ جدیدترین تکنالوژی آموزشی در سطح کشور

 

عبارت اسععت باشععد. در نتیجه مومنت عطالت بحول محورمی عبارت از  فاصععله این کتله عنصععری از محور

 از:

2

2 2 2 2 4 3

0 0 0

( sin ) sin sin 2 sin
z

I R dm R R d d R d

  

 

         
 

       

                                        در حالی ه

2

0

3

2

1
sin (3sin sin 3 ) ...........(22)

4

d



 

  



 


 

4

0

4

2 2

0

2

1
2 (3sin sin 3 )

4

cos3 2
3cos (4 )

2 3 3

2
.............(23)

3

M

z

R d

R
R R

I MR





    

   

 

      





 

 

 ( مومنت عطالت قشر کروی باریک.۵  ش ل

 ( مومنت عطالت را بحول قطر مید هد.۲۳بوده ، پس معادله   در این حالت 

ZsinRZ

zyx III 
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 محاسبه مومنت عطالت

 9 ابزار کانکور؛ جدیدترین تکنالوژی آموزشی در سطح کشور

 

 مومنت عطالت کره میان پر  ( ۵

( با مرکز کتله به حیث مبدا ۶باشعععععد. محور های مختصعععععات را مطابق شععععع ل  این جسعععععم نیز بحول مرکز خود متناظر می

 انتخاب می نمائیم . 

گریم. برای حل این مسععععععئله کثافت حجمی کره را ثابت در نظر می

ستفاده شود . حجم عنصر کوچک  بهتر است از مختصات کروی ا

 قرار ذیل داده شده است:  در هر نقطه به فاصله 

 

 

2

sin

sin ............(24)

dv dr rd r d

dv r d drd

  

  

  

 
 

است فاصله عمودی  وقتی ه مومنت عطالت بحول هر قطر بحیث محور دوران محاسبه شود نظر به تناظر 

 است پس داریم:  عبارت از از محور  

2

2

2 2 2

0 0 0

5

4 3 3

0 0 0

3 2 2

( sin ) .............(25)

sin sin

2
2 sin sin

5

2 4 2
( ) .............(26)

5 3 5

x

R

r

R

M

I I r dv

I r r drd d

R
I r drd d

I R R I MR

 

 

 

 

    

    

 

  

 

  

  

  



  

   

باشد. اگر کره کتله کره است. رابطه اخیر عبارت از مومنت عطالت کره بحول قطر اۤن می ینعجععععا   در ا

تحول نموده و  تا  از داده شععععده باشععععد، در اۤن حالت حدود  و شعععععا  خارجی میان خالی به شعععععا  داخلی 

 داریم: 

5 5

2 1

3 3

2 1

2
( ) .............(27)

5

R R
I M

R R




 

r

zyx III 

dmZsinr

1R2Rr
1R2R

( مومنت عطالت 14-1شکل )

کره میان پر

 3

3

4
RM 
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 :کتله عبارت است از

3 3

2 1

4
( ) .............(27)

3
M R R   

 سوالات

 شود عبارت است از:( زمانی ه یک خط مستقیم به اطراف ی ی از انجام های خود دوران کند ش ل که تش یل می۱

 ( استوانه۴   ( دایره۳  ( قرص۲   ( کره۱

مذکور عبارت اسععععت ( مومنت عطالت یک حلقه دایروی بحول محور که عمود به مسععععتوی  حلقه  بوده  و از مرکز حلقه ۲

 از:

۱ )z
I M r   ۲ )2 2

z
I M r   ۳ )2

z
I M r   ۴ )

2z

M
I

r
 

 ( مومنت عطالت یک قرص میان خالی مساوی است به:۳

۱ ) 2 2

2 1z
I M R R   ۲ ) 2 1z

I M R R  

۳ ) 2

2 1zI M R R   ۴ ) 2 2

2 1z
I M R R  

 گردد:( مومنت عطالت یک استوانه به حول محور استوانه توسط رابطه ذیل محاسبه می۴

۱ )1

2
z

I MR  ۲ )2

z
I MR  ۳ )23

2
z

I MR  ۴ )21

2
z

I MR 

2( در یک استوانه رابطه ۵
L R  دهد؟کدام یک از کمیت های ذیل را نشان می 

 ( مساحت سطحی ۴   ( کتله۳   ( فشار۲   ( حجم۱

 ( مومنت یک کره میان پر مساوی است به:۶

۱ )22

5
MR  ۲ )21

5
MR  ۳ )23

5
MR  ۴ )22

3
MR 
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 گردد:( کتله یک کره میان پر توسط ی ی از روابط ذیل دریافت می۷

۱ )3 3

2 1

1
( )

3
R R   ۲ )3 3

2 1

4
( )

3
R R  

۳ )3 3

2 1

4
( )

3
R R   ۴ )3 3

2 1

3
( )

4
R R  
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