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PRESENTACIO

Aquest material de Matematiques consta d’un dossier pensat per oferir la teoria essencial
dels temes més representatius de les matematiques de Batxillerat, juntament amb estra-
tegies per resoldre amb éxit les diferents propostes d’exercicis i problemes, i també d’un
projecte digital que complementa el dossier.

El dossier esta organitzat en tres grans blocs: algebra lineal, geometria en I'espai i analisi.

En cada bloc hi trobaras la teoria basica i els exercicis i problemes corresponents pensats
perque practiquis diferents tipologies enfocades a la prova d’accés a la universitat (PAU)
i adquireixis seguretat per resoldre-les de manera eficag.

Al llarg del dossier descobriras una série de pautes, recursos i estrategies perque fixis la teva
atencié en detalls importants per evitar els errors habituals i ser resolutiu a ’hora d’enfron-
tar-te a activitats de diferent tipus i que requereixen I'aplicacié d’habilitats especifiques.

Al final del dossier hi ha una proposta de models de PAU per tal que et familiaritzis amb
lestructura i adquireixis destreses, seguretat i rapidesa a ’hora de resoldre-la.

També hi trobaras les solucions de tots els exercicis i problemes.

El projecte digital consta d’'un gran nombre d’exercicis i problemes nous autocorregibles,
els punts clau de la teoria per acabar-la de consolidar, més models d’examens de les PAU i,
també, totes les solucions desenvolupades dels exercicis i problemes del dossier. A més
a més, s’hi ha incorporat un bloc de teoria i practica de Programacié lineal per a aquells
alumnes del batxillerat de la modalitat de ciéncies i tecnologia que vulguin presentar-se a
les PAU de Matematiques aplicades a les ciéncies socials de la modalitat d’humanitats
i ciéncies socials.

Desitgem que INFINIT es converteixi en un instrument Util en la teva preparacié per
accedir a la universitat.
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ALGEBRA LINEAL

Matrius i determinants

Conceptes clau

Matrius
Una matriu real d’ordre 7 x 7 és un conjunt de nombres reals agrupats en  files i # columnes:

A=(a;)amb i=1,.,mij=1,..,n.
a; és el terme de la fila 7 i la columna j de la matriu.

Dues matrius 4 = (a;) i B= () sén iguals si tenen el mateix ordre i els mateixos elements
en la mateixa posicié: A=Be a;=bsambi=1,..mij=1,..,n.

La matriu transposada A° d’'una matriu 4 és la resultant d’intercanviar files A e dm
per columnes. gt = |4 A A
ain Ao oo Ao
Tipus de matrius
Matriu fila: matriu d’ordre 1 X 7, que té una Unica fila. Arxn=(an .. a)
Matriu columna: matriu d’ordre 7 x 1, que té una tnica columna. an
Amx1 =] :
Am
Matriu nul-la: matriuen qué 2; =0, perai=1,...mij=1,..,n. 0..0
0=
0..0
Matriu quadrada: matriu que té el mateix nombre de files que de columnes an ... du
(m = n). Té ordre n i els termes a; amb i = 1,...,n formen la diagonal princi- Anxn=|: .
pa.l- An oo Am
Una matriu quadrada és simetricasi A = A’ ésadir, a; = a; amb 4, j=1,.,n. an an an
an d»n ... Adn
aAn A ... Am
Una matriu quadrada és antisimétrica si A= —A"; és a dir, @;=—a; per a 0 —a ... —an
i j=1,.n. an 0 ... —an
Els termes de la diagonal principal sén nuls. am  anp ... 0
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Una matriu quadrada és triangular superior si té nuls tots el termes per sota an av ... du
de la diagonal principal. 0 o ...
0 0 ... a.

Una matriu quadrada és triangular inferior si té nuls tots el termes per sobre an 0 ... 0
de la diagonal principal. an an ... 0
aAn Ay oo Am

Una matriu quadrada és diagonal si és triangular inferior i triangular superior. an 0 ... 0
0 a»n ... 0

0 0 A

Matriu identitat: matriu diagonal en qué @; = 1, perai=1,...,7. 10..0
01..0

=\, .

00 ...1

Operacions amb matrius
Donades les matrius A = (a;) i B=(b;) i 'escalar A € R:

Suma i resta de matrius

e Commutativa: A+B=B+A

A+ B=(a,+ b, e Associativa: (A+ B)+ C=A+(B+ C)
e Element neutre: 0 +A=A+0=4

ambi=1,.,mij=1,.,n
Només es poden sumar o restar matrius del mateix ordre.

Producte d’'una matriu per un nombre

* Distributiva respecte a escalars AN+pA=ANA+pA
* Distributiva respecte a matrius: A(A+ B) = AA+ AB
o Associativa mixta: A(pA) = (A\p)4

ANA = (Aa;)

amb i=1,.,mi j=1,.,n

Producte de matrius

e Associativa: (A-B)-C=A-(B-C)

e Distributiva: A-(B+C)=A-B+A-C
G =an by tan byt ... tan by e Element neutre: /- A=A-I=A

Aan'BnXp: me[’

amb i=1,.,mi j=1,..,p e NO és commutativa. En general, A-B# B-A

El nombre de columnes de A4 ha de ser igual que el nombre

de files de B.
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a—1 1 -1

B Donada la matriu A=| 0 2+6 3 |, determina per a quins valors de 2 € R la matriu és invertible.
a—1 2 0

Solucié

La condicié perqué una matriu sigui invertible és que det(A) # 0.

Calculem per a quins valors de z el determinat és nul:

a—1 1 -1
det(A)=| 0 a+t6 3 |=3G@—1)—[D@+6)(a—1)+6(ua—1)]=4"+22—3=0
a—1 2 0

5 . s RECORDA
Resolem I'equacié de segon grau:

En les PAU, recorda escriure

la férmula de la resolucié de

_ —b+ b — 4ac _ —2+42°—=4-1-(-3) _ —2+4 a=1 les equacions de 2n grau abans
‘= 2a - 2.1 - 2 - 4=-3 de fer els calculs.

Aleshores, podem concloure que per a tots els valors @ # 1 i 2 # —3 la matriu A és invertible.

1 21
o Calcula el rang de la matriu A=|1 0 0] en funci6 del parametre 4.
2 =2 k

Solucié

Per calcular el rang de la matriu, determinem els diferents menors de la matriu en funcié de 4.

Calculem els valors de £ que anul-len el determinant de A:

El rang d’una matriu és 'ordre

1 =2 1 maxim de tots els menors no
det(A) = o (—op) = b= nuls de la matriu. Per fer-ne el
Ct( )— 1 0 0|=—2 ( 2 )—0—> =1 kel
2 -2k 1r. Escollim a; # 0.
2n. Busquem un menor d’or-
Pera k# 1, rang(A) =3. dre 2 no nul que contingui ;.
3r. Busquem un menor d’ordre 3
1 =2 1 no nul que contingui el menor

d’ordre 2 no nul anterior. Si no

Sik=1]A|=|1 0 0[=0 el trobem, rang(A) = 2.

2721 4t. Repetim el procés fins a
ordre de la matriu o fins que no
I - uedin menors no nuls.
Si observem el menor M = ‘ 10 ‘ =2 # 0, tenim que rang(A4) = 2. - y

Aixi, si £ # 1, rang(A) =3 isik=1, rang(A) =2,
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Practica ‘
0 -1 0
o Donada la matriu A=| 0 0 —1}|, calcula les potencies A2, A° i A°.
-1 0 O

>
=
()
m
W
o
>
-
Z
m
>
=
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GEOMETRIA EN L'ESPAI

Vectors en l'espai

Conceptes clau

. , .
Vectors lliures en l'espai

A(ﬂl )42)6{3)
B(kl )52353)

Components:

}—*A_B):(b1_ﬂ1,bz_ﬂz,bs_43)

Y

Mbdul: | A—B) | = d(A, B) - \/(b] - ﬂ])z + (bz - ﬂz)z + (b3 - 43)2
* Vector unitari: vector que t¢ modul 1. A

¢ Dos vectors iguals tenen les mateixes components: % = 7 — {#, = va.

Us — Vs
¢ Dos vectors proporcionals tenen la mateixa direccié: i = A7 .
. , . R R U U Us
Si dos vectors sén proporcionals, aleshores: 7 = Av — T T
1 2 3

Si, en comprovar que dos vectors sén proporcionals, les seves components respectives sén iguals a 0, la compo-
nent estudiada es considera proporcional.

Combinacié lineal de vectors. Vectors dependents i independents

Un vector # és combinacié lineal de 7 i @ si existeixen A i B que compleixen % = A7+ Bw; en aquest cas, 7,
7 i @ s6n linealment dependents. Si no existeixen A i 3, els vectors sén linealment independents.

En I'espai, cal combinar linealment com a minim tres vectors per obtenir qualsevol altre vector. Aquest conjunt
minim de tres vectors sanomena base de P’espai. Sacostuma a treballar sempre amb la base canonica:

{7(1,0,0), 7(0,1,0), £(0,0,1)}.
Tres vectors linealment dependents sén coplanaris, és a dir, sén en el mateix pla.

Fent servir les propietats dels determinants, es pot saber de manera practica si tres vectors sén linealment de-
pendents o independents:

o ii, ¥ i @ sén linealment dependents si det (i, 7,@) = 0.

o ii, ¥ i @ sén linealment independents si det(i, #,@) # 0.
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Operacions amb vectors

Donats els vectors i = (u1 S U, ug), U= (1}1 , 1/2,7/3), w= (w1 s Wa, ws):

Calcul Interpretacié geomeétrica

ﬁ+ﬁ:(%1+1/1,%2+7/2;743+1/3)

i—5=a+(=9)=(uw— v, 12— v, 15— v3)

N7 = (>\U1 ,>\Uz,>\1/3)

& /4 Bp  ©0

Es calcula entre dos vectors i el resultat és
un nombre.

[
>

i 7=\l |7 cos(@,7) 0 ',

U u1'111+u2'1/2+u3‘1/3

Xy

OA = Projeccié de 7 sobre 7

i-v
Q = arccos (T)
lal-7]

- -

ii- 7 =\iil|Projsii|

i, U sén ortogonals si -7 =0

Es calcula entre dos vectors i el resultat és
un altre vector, perpendicular a tots dos.

UXT=|u u, us|=

V1 Uy Vs

=u/1'i+w2-j+w3'k=(w1,w2,w3)

U Us| - U us| - ur U

UXT=

Vy Vs

“k u7=ﬁ><z7—>{
V1 Uy

V1 Vs

| 7 x 7| = Area del paral-lelogram

><z7|
2

1

= Area del triangle
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Exemples resolts

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

o Donats els vectors i, 7 i @, de components i = (k,1,3), 7 =(0,2,k) i @ = (k,—1,k), calcula:
a) Elvalor o els valors del parametre # per tal que els vectors siguin linealment dependents.

b) El valor o els valors del parametre 4 per tal que el volum del tetraedre d’arestes 7, 7 i @ sigui & u’.

3

Solucié

a) Tres vectors sén linealment dependents si el determinant que formen és zero:

E o103
det(ii,7,0)=|0 2 k|= 28+ F —6k+k = 4K —6k=0
k-1 k

Resolem I'equacié de segon grau incompleta:

k=0
4k — 6k = k(4k—6)=0 — 4/6_6:()##%

. 3 7’ . z
Per tant, si # =0 o k= =, els tres vectors sén linealment dependents. En qualsevol altre cas, els tres vectors sén
linealment independents.

b) El volum del tetraedre que formen tres vectors és la sisena part del valor absolut del producte mixt entre els
tres vectors:

k13
o . 0 2k ) Si hi ha un valor absolut,
Volum = |[u’ v w]| = | det(#, 7, w)l — k1 ok — |4k — le — 5 'equacié tindra dues solucions.
6 6 6 6 3
4k* — 6k
Resolem I'equacio: % = % — |4k — 6kl=10 -

Segons la normativa PAU, tot
i que 'equacié de 2n grau es pot
=—1 resoldre amb la calculadora, cal

4/62—6k=10—»4/@2—616—10:0—>{/€:

escriure 'expressié per trobar la

solucié.

5
2
6+/—124
8

— No té solucié.

4k —6k=—10 - 4k'—6k+10=0— k=

Sik=—1ok= %, el volum del tetraedre que formen els vectors és > u’.

3
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e Donats els vectors % =(1,2,0)i # =(2,1,—1), resol:
a) Tenen la mateixa direcci6?
b) Calcula 'angle que formen.

c) Sén ortogonals? Per qué?

° Calcula les coordenades del punt mitja del segment d’extrems A(—1,3,5) i B(4,3,—2).
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ANALISI

Derivades i les seves aplicacions

Conceptes clau

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Taxa de variacié mitjana fx)

La taxa de variacié mitjana o quocient incremental de la funcié continua fx + h) Ax

en un interval [xo,xo+ 4] és la velocitat mitjana de canvi de la funcié en °

aquest interval: Ay %

TVM[xo, %0+ 5] = i—fc: f(x0+/9/7) floa) j x+h ¥
flx)

\ ')’ 7
Graficament, A6 el pendent de la recta secant que passa pels punts

Py(x0,f(x0)) i (x0+ b, f(x0+ b)) ilaseva equacié punt-pendent és y— F(xo) =
f(xo + /7) _f(xo)

fxo+h)— f(x0)
b

'(X_Xo).

La taxa instantania de variacié és V(x,) = Lim =
—00

h
Derivada d’una funcié en un punt
Es el valor de la taxa instantinia de variacié de f(x) en un punt x = x, en )
el qual el limit existeix i és finit: fl+ h) ) /
N (e it #5
[ (a) = lim = ) 74
.X'O /
Graficament, f”(xo) és el pendent de la recta tangent a la grafica de la x4 h X
funcié en el punt xo: y— f(x0) = £ (30) - (x — x0) . Sflx)

Derivada d’una funcié

Es una funcié que dona el valor de la derivada per a cada valor d’abscissa x de f(x):

[t h)—flx)
h

f'(x) = lim

Operacions amb derivades

f)=gl)thlx) — fx)=g(x)£h(x)

f)=gx)-hlx) — fx)=g'(x) hlx) + g(x) 5 (x)
_ glx) oy EW) ) ) H )

=0 /e ]

(fe0)x)=Fflgx)] — (f0)(x)=Flgx)]=Flgx)] ¢'(x)
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Tangéncies

Lequacié de la recta tangent a una funcié en un punt d’abscissa x = xo és y— f(x0) = f (x0) - (x — x0).

ISITYNV

La recta normal és la recta perpendicular a la tangent en el punt de tangencia.

—1
El seu pendent és #2uoma = i la seva equacié és y— f(xo) = m (x—x0).
0

m tangent

Estudi de monotonia

Consisteix a trobar els intervals del domini on la funcié creix i decreix i a classificar i a trobar les coordenades
dels extrems relatius, si existeixen. A la practica, aixo implica estudiar el signe de la derivada de la funcié.

f(x) és decreixent en [4,b]:
f’(x) <0 Vx€|ab]
El pendent de f(x) és

negatiu.

f(x) és creixent en [,5]:
f'(x) >0 Vx €|ab]
El pendent de f(x) és

positiu.

4 S =2 - ot 23

Si #'(x)=01i f'(x) canvia de signe en x=x,, f(x) té un extrem relatiu en x = x..

f(x) té un minim relatiu:

El signe de f'(x) passa de

negatiu a positiu.

f(x) té un maxim relatiu:

|
El signe de f'(x) passa de p e S LR

positiu a negatiu.

[EENCTH A N
0o

-1 0 1

Estudi de curvatura

Consisteix a trobar els intervals del domini on el pendent de la funcié creix i decreix i a classificar i a trobar les
coordenades dels punts on canvia de tendencia, si existeixen. A la practica, aixo implica estudiar el signe de la
segona derivada de la funcié.

f(x) és convexa en [a,b]:
f'(x) >0 Vxelab].

El pendent creix en [, 6].

f(x) és concava en [a,b]:
f(x) <0 Vxelab].

El pendent decreix en [a, ].
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6 Estudia la monotonia de la funcié f (x) = 1+x2.

Solucié

Com que Dom(f)=Ri ' (x) = %, f (x) =0 — x=0. La derivada només pot canviar de signe en
X

x=0.

Estudiem el signe de f'(x). Calculem, per exemple, f'(—=1) < 0i f'(1)> 0 i assignem signes als intervals:

0 X (_OO)O) 0 (O’ +OO)
S &)
mote . BRI

fx) ~ W / fx) N min. rel. A

Com que f(0)=1, el minim relatiu és el punt (0, 1).

Expressem els extrems relatius i
f (x) és decreixent Vx € (—o0,0), creixent Vx € (O, +oo) i té un minim | s punts d’inflexié especificant-

relatiu en el punt (0, 1). ne les dues coordenades.

“Ajuntament vol construir un cami d’accés a una carretera recta des d’una propietat situada a I'origen de
LCAjunt t vol t d t ta des d tat situada a | d
coordenades. La carretera correspon a la recta d’equacié 2x+y =8 (x iy en km.). Com cal fer el cami
perque sigui tan curt com sigui possible? Quina és la distancia minima?

Solucié

La funcié6 objectiu és la distancia del punt P(0,0) a la recta. Lequacié de la

recta és la restriccié que permet expressar la distancia en funcié d’una tdnica o
En els problemes d’optimitzacié

variable. sovint hi ha més d’una variable.
En aquests casos, a partir de

Si P(x,y) és el punt que busquem, la distincia d(x,y)=,/x*+y* amb | lainformaci6 de l'enunciat,

y = 8—2x ésaquesta: plantegem equacions que ens
permetin reduir el nombre de
iables.
d(x) — \/x2+(8 _ 2x)2 — \/sz — 30x+ 64 | variables )

Estudiem el signe de la derivada per comprovar si 4(x) té un minim relatiu: S

La distancia entre dos punts

10x— 32 és el modul del
x—3 =0—-10x—32=0—-x=3,2 Ziznr;ze; el segment que

2/ 5x* —32x+ 64 L )

[ calculem, per exemple, 4'(0) < 0 i 4'(5) > 0.

d'(x) =

Segons I'estudi del signe de la derivada, podem afirmar que el minim absolut A'(%) @ 2 @
de d(x) sassoleix en el mateix minim relatiu, per a x = 3,2 km. —c0 N\ \32/ S Tt
P

Comque y=8—2x—y=8—6,4=1,6km, P=(3,2, 2,6) ila distan-
cia minima és d(x,y) = /%' +y* =/3,2°+ 1,6* = 3,58 km.
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Deriva les funcions segiients:

a) flx) =« sin (2x) b) flx) = cos’ (4x) o) flx)=2x— tany/x d) flx) =25~

a De les funcions segiients, una és la derivada de I'altra.

f) ’
a) Decideix raonadament quina de les dues és la derivada. ’
1
b) Troba les equacions de les rectes tangent i normal a la grafica de f(x) en el
punt d’abscissa 0. B !
c) Determina la taxa de variacié mitjana de ¢(x) en l'interval [—2,0]. gx)

d) Calcula la taxa de variacié instantania de f(x) en els punts d’abscissa x=—2 i x=0.
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POSA'T A PROVA

Responeu a QUATRE de les sis qiiestions de les proves segiients.
En les respostes, expliqueu sempre que voleu fer i per que.

Cada qiiesti6 val 2,5 punts.

Criteris generals per a la correccié

n En tots els casos la resolucié que fa 'estudiant sha de poder seguir i els passos que fa shan de poder
comprendre. Aquelles respostes, parcials o totals, que no estiguin desenvolupades o que no perme-
tin seguir com s’ha arribat a donar la soluci6 seran puntuades amb 0 punts.

a La resolucié proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en principi, unica. Per tant,
sempre que ’enunciat ho permeti, en el cas que I'estudiant respongui amb una resolucié6 alterna-
tiva totalment correcta se li assignara el total de puntuacié de I’apartat. Si la resposta és parcial, la
puntuacié obtinguda serd proporcional a la part corresponent de la puntuacié total.

En alguns casos, la solucié final pot admetre expressions equivalents. Si és aixi, la puntuacié sera la to-
talitat de la puntuacié de I'apartat.

n Tots els exercicis, apartats i passos dins d’un apartat es valoraran amb multiples de 0,25 punts.

e Penalitzacié per errades de calcul o transcripcié:

e Si I'errada que es comet no té més transcendéncia, aleshores NO es descomptara res de la puntuacié parcial
de lapartat.

e En el cas que 'errada condueixi a derivacions paral-leles de 'enunciat, es valoraran i es puntuaran el desen-
volupament i la coheréncia de la resolucié resultant, i només s’aplicara una penalitzacié final de 0,25 punts.

e En cas que lerrada faci que alguna de les qiiestions que es demanen no tingui sentit, la puntuacié maxima de
apartat sera de 0,75 punts.

¢ Si la resolucié d’un apartat conté dues errades, la puntuacié de I'apartat sera 'acumulada fins al moment
previ a la segona errada.
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Model de PAU 2

o Donada la funcié f(x)=—x*+9 pera x > 0:

a) Comproveu que la superficie del triangle rectangle que defineix la recta tangent a la grafica pel punt d’abs-

(2 +9)
4q

b) Trobeu I'abscissa 2 perqué aquesta superficie sigui minima i determineu el valor minim de la superficie. [1,25 punts]
perque aq g p

cissa x = 2 amb els semieixos positius esta representada per la funcié S(a) = . [1,25 punts]
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) Donades | i C—<_11)'A—2 %),
onades les matrius C={_, /1 A={; _ J:

a) Comproveu que C' = C? i deduiu C°. [1,25 punts]

b) Calculeu la matriu X que compleix que X+ C'= A. [1,25 punts]
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x—2 )
Donades les coordenades del punt A(1,—1,0) ila recta 17 —1 1
z=—2

a) Calculeu les coordenades del punt simeétric de A respecte de la recta 7. [1,25 punts]

b) Si anomenem A’ el punt simétric de A respecte de 7, calculeu les coordenades dels punts P de 7 tals que el
triangle APA’ sigui rectangle en P. [1,25 punts]

BARCANOVA
EDITORIAL




ax+2 six <0

oDonadala funcié f(x) :{a+ln(bx+l) Gix>0

a) Trobeu els valors de i & perqué f(x) sigui continua i derivable en tot R. [1 punt]

b) Per a aquests valors de 2 i 4, trobeu els talls amb els eixos, estudieu-ne la monotonia i feu I'esbés de la grafica

de £(x).[1,5 puncs]

BARCANOVA
EDITORIAL




e Donada la funcié f(x) =x-e"—1:
a) Demostreu que talla 'eix OX almenys una vegada en I'interval [0, 1]. [0,75 punts]

b) Estudieu el signe de f(x) iel de la seva derivada per comprovar que aquest tall és tnic en tot R . [0,75 punts]

c) Trobeu I'expressié de la derivada enésima de f(x). [1 punt]

BARCANOVA
EDITORIAL




xt@a—1)z=1
o Donat el sistema d’equacions yx+ay+z=0
4x+3ay+2z=3

a) Discutiu, segons els valors del parametre 4, la classificacié del sistema. [1,5 punts]

b) Escriviu les solucions en el cas que el sistema sigui compatible. [1 punt]

BARCANOVA
EDITORIAL
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