24.01 — Wachstumsvorgange

1. Geld

Wachstumsvorgange

18.02.2025

(a) Sie haben zum Geburtstag eine Spardose mit 100 Franken erhalten. Jeden Monat
legen Sie 15 Franken in die Spardose. Wieviel Geld haben Sie nach n Monaten?

n B(n)
0 100
5 175
10 250
15 325
20 400
25 475
30 550
35 625
40 700

Y

800

700

600

=

500

400
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(b) Sie legen 1000 Franken auf einem Sparkonto mit einem jéhrlichen Zinssatz von 5%

an. Wieviel Guthaben haben Sie nach n Jahren?

n B(n)
0 1000
5 1276
10 1629
15 2079
20 2653
25 3386
30 4322
35 5516
40 7040
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24.01 — Wachstumsvorgénge

18.02.2025

(c) Sie haben sich das neueste iPhone fir 1000 Franken auf Raten gekauft. Sie zahlen
jeden Monat 50 Franken zuriick. Wieviel Schulden haben Sie nach n Monaten?

n B(n)
0 1000
2 900
4 800
6 700
8 600
10 500
12 400
14 300
16 200
18 100
20 0

Y
1000

900
800
700
600
500
400
300
200
100

0

6

8

10 12

14 16

18 207

(d) Sie haben sich fur 1000 Franken ein neues iPhone gekauft. Ein iPhone verliert je-
des Jahr 30 % seines Werts. Fur welchen Betrag kdnnen Sie es nach n Jahren noch

verkaufen?

B(n)
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24.01 — Wachstumsvorgéange 18.02.2025

2. Zinsrechnen.

(a) Ein Kapital von 500 Franken wird zu 5% verzinst. Der Zins wird jeweils zum Kapital
geschlagen. Auf welchen Betrag wéchst das Kapital in 10 Jahren?

Lésung:
B(0) = 500 n =10 qg=1.05 B(n) =7
Die Werte werden in die Wachstumsgleichung eingesetzt, diese wird nach B(n) auf-
gelost.
B(n) = B(0) - ¢" einsetzen
& B(10) =500 -1.05° ausrechnen
& B(10) ~ 814.45

Das Kapital wachst auf Fr. 814.45.

(b) Wie viel Franken muss man auf ein Sparkonto einzahlen, wenn es innert 20 Jahren
durch Zinseszins auf 2000 Franken anwachsen soll? Der jéhrliche Zinssatz betragt

5%.
Lésung:
B(0) =? n = 20 q=1.05 B(n) = 2000
Die Werte werden in die Wachstumsgleichung eingesetzt, diese wird nach B(0) auf-
gelost.
B(n) = B(0)-q¢" einsetzen
& 2000 = B(0) - 1.05% - 1.052%0
2000
& 1050 — B(0) ausrechnen
& 753.80 ~ B(0)

Man muss Fr. 753.80 anlegen.

(c) Ein Kapital von 3600 Franken wéachst in 12 Jahren auf 5000 Franken. Zu wie viel
Prozent wurde es verzinst?

L6ésung:
B(0) = 3600 n =12 q=? B(n) = 5000
Die Werte werden in die Wachstumsgleichung eingesetzt und diese nach ¢ aufgeldst.
B(n) = B(0) - ¢" einsetzen
& 5000 = 3600 - ¢ : 3600
5000 44 .
= ki
& 3600 q drzen
& 1.38 = ¢'? 12
& V138 =¢ ausrechnen
& 1.0278 =~ ¢
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Der Zins betragt 2.78 %.

(d) Wie lange dauert es, bis sich ein Kapital von 1000 Franken mit einem Zinssatz von
4.5 % verdoppelt hat?

Lésung:

B(0) = 1000 n =7 q = 1.045 B(n) = 2000
Die Werte werden in die Wachstumsgleichung eingesetzt und diese nach n aufge-
I6st.

B(n) = B(0) - ¢" einsetzen

& 2000 = 1000 - 1.045™ : 1000

& 2 =1.045" log

& log(2) =n-log(1.045) :log(1.045)

& _log2) - _ n ausrechnen

log(1.045)
& 15.7 =n

Es dauert 16 Jahre.

3. (Lambacher Schweizer, Kapitel 11.1, Aufgabe 1) Aus dem Wirtschaftsteil einer Zeitung:

(a) «Der Umsatz des Unternehmens hat sich im letzten Jahr von 3.2 Millionen Franken
auf 3.45 Millionen Franken erhoht.»

Bestimmen Sie die absolute Anderung und die relative Anderung.

Lésung:
d= B(1) — B(0) = 3.45 - 3.2=0.25
d 0.25
P=B0)” 3

Die absolute Anderung betragt 250'000 Franken, die relative Anderung betragt 7.8 %.

(b) «Der Gewinn der Firma betrug im letzten Jahr 560'000 Franken und hat sich in diesem
Jahr um 7.8 % verringert.»

Wie gross ist der Gewinn in diesem Jahr?

Lésung: Es ist der Bestand B(0) und die prozentuale Veranderung p bekannt:

B(0) = 560000 p=—0.078
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Die Formel fiir die relative Anderung muss nun nach B(n + 1) aufgelést werden:

B(n+1) — B(n)
B(n)
B(n+1) B(n)

B(n)  B(n)

B 1

& p+1 = -B(n)

= B(n)-(p+1) = B(n+1)
Diese Formel kann nun verwendet werden, um B(1) zu berechnen.
B(1) = B(0) - (1 + p) = 560000 - (1 — 0.078) = 516320
Der Gewinn betragt in diesem Jahr 516’320 Franken.

(c) «Im abgelaufenen Jahr wurden 45'600 Gerate verkauft. Das war gegeniiber dem vor-
ausgegangenen Jahr eine Steigerung von 6500. Auch im kommenden Jahr sollen
wieder 6500 Gerate mehr verkauft werden.»

Bestimmen Sie prozentualen Anderungen im abgelaufenen und kommenden Jahr.

L6ésung:

d 6500
PO B(0) ~ 45600 — 6500

= 0.166

~d 6500

= 2 —0.142
PL=B1) ~ 15600

Die prozentuale Anderung betrug im abgelaufenen Jahr 16.6 %, im kommenden Jahr
wird sie voraussichtlich 14.2 % betragen.

(d) Indiesem Jahr konnte die Verschuldung um 8 % auf 62'000 Franken gedrickt werden.
Auch im kommenden Jahr ist eine Verringerung der Schulden um 8 % geplant.

Bestimmen Sie die Anderungen im abgelaufenen und kommenden Jahr.

Lésung: Die Gleichung fur das prozentuale Wachstum wird nach B(0) aufgelost:

B(1) — B(0)
P=TB0)
& p-B(0) = B(1) — B(0) +B(0)
& p-B(0)+ B(0) = B(1) ausklammern
& B(0)-(p+1) = B(1) t(p+1)
& B(0) = fﬁi
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Also ist

62000
d=B(1) = B(0) = {— oz — 62000 ~ 5391

Die Anderung im abgelaufenen Jahr betrug 5391 Franken, die Anderung im kom-
menden Jahr wird 4960 Franken betragen.

4. (Quelle: Lambacher Schweizer, Kapitel 11.1, Aufgabe 2)

(a) Fureinen Bestand gilt B(1) = 1.6. Er nimmt von n = 1 zu n = 2 um 12 % zu. Berech-
nen Sie B(2).

Lésung: B(2) =1.6-1.12 = 1.792

(b) Fur einen Bestand gilt B(8) = 34. Er nimmt von n = 8 zu n = 9 um 4.3 % ab. Berech-
nen Sie B(9).

Lésung: B(9) =34 - (1 — 0.043) = 32.538

(c) Ein Bestand nimmt von n = 4 zu n = 5 um 75 % auf B(5) = 12.8 zu. Berechnen Sie
B(4).

Losung: B(4) = 122 ~ 7.31

5. (Quelle: Lambacher Schweizer, Kapitel 11.1, Aufgabe 3)

Handelt es sich um lineares oder um exponentielles Wachstum? Berechnen Sie B(20).

n 0 1 2 3 4 5 n 0 1 2 3 4 5
B(n) 1 3 5 7 9 11 B(n) 2 3.6 648 11.66 21.00 37.79
(a) (c)
n 0 1 2 3 4 5 n 0 1 2 3 4 5
Bn) 1 2 4 8 16 32 B(n) 10 8 6.4 512 4.10 3.28
(b) (d)
Lésung:

(a) Lineares Wachstum mit der Anderung d = 2.

B(20) = B(0)+d-n=1+2-20=41

(b) Exponentielles Wachstum mit Wachstumsfaktor ¢ = 2.

B(20) = B(0) - ¢" = 1- 220 = 1'048'576
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(c) Exponentielles Wachstum mit Wachstumsfaktor ¢ = 1.8.

B(20) = B(0) - ¢" = 2 - 1.8%° ~ 254'965

(d) Exponentielles Wachstum mit Wachstumsfaktor ¢ = 0.8.

B(20) = B(0) - ¢" = 10 - 0.8%° =~ 0.12

6. (Quelle: Lambacher Schweizer, Kapitel 11.1, Aufgabe 4)

Untersuchen Sie, ob es sich bei den Wachstumsprozessen um lineares oder um exponen-
tielles Wachstum oder um keines von beiden handelt. Bestimmen Sie B(5).

(a) B(n) ist die Anzahl Streichhdlzer:

Lésung: Lineares Wachstum mit der Anderung d = 4.

B(B)=B(0)+d-n=4+4-5=24

(b) B(n) ist die Anzahl Wurfelchen:

n=>0 n=1 n=2 n=23

Lésung: Es handelt sich weder um lineares noch um exponentielles Wachstum. Fur
die Anzahl Wiirfelchen gilt

B(n) = (n+1)3 =  B()=(+1)?>=6%=216

7. (Quelle: Lambacher Schweizer, Kapitel 11.1, Aufgabe 5)
Ein Bestand mit dem Anfangswert B(0) = 5000 nimmt monatlich um 4 % ab.

(a) Stellen Sie die Entwicklung des Bestandes in den ersten 12 Monaten in einer Tabelle
dar.
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n 0 1 2 3 4 5 6
B(n) 5000 4800 4608 4424 4247 4077 3914
n 7 8 9 10 11 12
B(n) 3757 3607 3463 3324 3191 3064

(b) Wie gross ist die absolute und prozentuale Anderung des Bestandes von n = 0 zu
n=17

Lésung: Die prozentuale Anderung ist immer —4 %, die absolute Anderung betragt
-200.

(c) Wie gross ist die absolute und prozentuale Anderung des Bestandes von n = 20 zu
n =217

Lésung: Die prozentuale Anderung ist immer —4 %, die absolute Anderung betrégt
-88.

8. (Quelle: Lambacher Schweizer, Kapitel 11.1, Aufgabe 6)

Handelt es sich um lineares oder um exponentielles Wachstum? Berechnen Sie B(1) bis
B(6) und B(12). Erlautern Sie, was B(12) im gegebenen Zusammenhang bedeutet.

(a2) Der Umsatz im Januar betragt 100'000 Franken. Er erhéht sich monatlich um 3000

Franken.
n 1 2 3 4 5 6 12
B(n) | 100000 103000 106000 109000 112000 115000 133000

Losung: B(12) ist der Umsatz im Dezember.

(b) Babys wiegen bei der Geburt durchschnittlich 3200 g. Sie nehmen wdéchentlich um

4% zu.
n 1 2 3 4 5 6 12
B(n) 3328 3461 3600 3744 3893 4049 5123

Lésung: B(12) ist das Gewicht 12 Wochen nach der Geburt.

(c) Die Schulden einer Firma betragen zurzeit 1 Million Franken. Es ist beabsichtigt, die
Schulden von Jahr zu Jahr zu halbieren.

1

2

3

4

12

B(n)

500000

250000

125000

62500

31250

15625

244

Lésung: B(12) sind die Schulden nach 12 Jahren.
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9. (Quelle: Lambacher Schweizer, Kapitel 11.1, Aufgabe 7)

Bei einem exponentiellen Wachstumsvorgang ist der Anfangsbestand B(0) = 200. Bestim-
men Sie B(6) bei

(a) einem Wachstumsfaktor von 1.2

L6ésung:

qg=12 B(6) = 200 - 1.2% ~ 597.20

(b) einer prozentualen Zunahme von 25 %

L6ésung:

p=0.25 g=14+p=125 B(6) =200 - 1.25% ~ 762.94

(c) einer prozentualen Abnahme von 15 %

Losung:

p=—0.15 g=1+p=085 B(6) = 200 - 0.85% ~ 75.43

(d) einem Wachstumsfaktor von 0.92

L6ésung:

q=0.92 B(6) = 200 -0.92° ~ 121.27

10. (Quelle: Lambacher Schweizer, Kapitel 11.1, Aufgabe 8)

Papier mit einer Starke von 0.2 mm wird auf eine Rolle mit einem dusseren Durchmesser
von 15cm gewickelt.

(a) Auf welchen Durchmesser wéachst die Rolle mit = Lagen an?

Lésung: Es wird in Millimeter gerechnet. Mit jeder Wicklung wird die Rolle um 2 -
0.2mm = 0.4 mm dicker. Es handelt sich also um lineares Wachstum mit folgenden
Werten:

B(0) = 150 mm B(n) =7 d =0.4mm n=ux
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Diese werden in die Wachstumsgleichung eingesetzt:

B(n) =B(0)+n-d einsetzen
& B(z) =150+ z-0.4

Mit = Lagen betragt der Durchmesser der Rolle 150 + 0.4 Millimeter.
(b) Wie viele Lagen sind auf der Rolle, wenn der Durchmesser 1.80 m betragt?
Lésung: Die Werte
B(0) = 150 mm B(n) = 1800 d=0.4mm n =?

werden in die Wachstumsgleichung eingesetzt:

B(n) =B(0)+n-d einsetzen
& 1800 =150+ mn-0.4 —150
& 1650 =n-0.4 :04
& 4125 =n

Es sind 4125 Lagen auf der Rolle.

11. (Quelle: Lambacher Schweizer, Kapitel 11.1, Aufgabe 9)

Eine Seerosenart verdoppelt tglich die von ihr bedeckte Teichfliche. Am Anfang wird eine
Seerose in einen Teich gepflanzt. Nach 30 Tagen ist der ganze Teich bedeckt.

(a) Nach wie vielen Tagen ist der Teich zur Halfte bedeckt?
Lésung: nach 29 Tagen

(b) Nach wie vielen Tagen ist der Teich vollstandig bedeckt, wenn man am Anfang zwei
Seerosen statt einer Seerose pflanzt?

Lésung: nach 29 Tagen

12. (Quelle: Lambacher Schweizer, Kapitel 11.1, Aufgabe 10)
Ein hédngender Tropfstein in einer Héhle wachst jahrlich um durchschnittlich 3 mm.

(a) Der Tropfstein ist 1.062 m lang. Wie alt ist er vermutlich?

Lésung: Es handelt sich um lineares Wachstum. Die Werte
B(0)=0 B(n) = 1.062 d = 0.003 n =7

werden in die Wachstumsgleichung eingesetzt:

B(n) =B(0)+n-d einsetzen
& 1.062 =0+ n-0.003 : 0.003
& 354 =n

Der Tropfstein ist vermutlich 354 Jahre alt.
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(b) In wie vielen Jahren wird der Stein voraussichtlich 1.5m lang sein?

Lésung: Die Werte:
B(0) = 1.062 B(n) = 1.5 d = 0.003 n =?

werden in die Wachstumsgleichung eingesetzt:

B(n) =B(0)+n-d einsetzen
& 1.5 =1.062 4+ n - 0.003 —1.062
& 0.438 n-0.003 : 0.003
& 146 =n

Voraussichtlich in 146 Jahren wird der Tropfstein so lang sein.

Stefan Rothe 11/11



