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直角三角形中有如下一条有趣的结论，

将其作为性质介绍如下．

性质设D是Rt△ASC(么C=900)的

边BC所在直线上一点(异于点B)．则

AB2：BD2+DA2干2伽·DC
证明 当点D在边BC的延长线上时，

由勾股定理有

AB2一AD2=Bc2一C矿

=(BC+CD)(BC—CO)

=80(BD一2CD)

=BD2—2BD·CD；

当点D在边CB上时，类似有

AB2一AD2=(BC+co)(BC—CD)

=(肋+2CD)BD
=BD2+2BD·CD：

当点D在边CB的延长线上时，类似有

AB2一AD2=(BC+CO)(BC—CD)

=(2CD—BD)(一80)

：BD2—2BD．CD．

显然，若点D与C重合，则DC=0，有

AB2=BC2+“2，此即为勾股定理．

下面，从三个方面列举一些应用的例子．

1直接在直角三角形中用

例1如图l，在Rt△ABC中，么ACB=

90。，点D在边cA上，使得CD=l，DA=3，且

／BDC=3么BAC．求BC的长．[1l

(2009，新知杯上海市初中数学竞赛)

收稿13期：2010—07—20

解 由题意知

么ABD：2么BAC．

过点B作么ABD

的平分线与DA交于

点E．则△AEB为等

腰三角形．

图l

令AE=戈．贝0 BE=菇，DE=3一茗．

分别对△EBC、△ABC应用性质有

X,2=BE2：BD2+DE2+2DE·DC

=BD2+(3一菇)2+2(3一菇)

号曰炉=8x一15．

AB2=BD2+DA2+2DA·DC

=8x一15+9+2×3=8x．

又由角平分线性质有

BD尉=筹j堕≠=Q季丛硗=2订4．最A—EAl 8茗
一

茹2 11一ll‘

故BC：,／80：-cJ：厕：4百~／'ff．
2作垂线构造新直角三角形

例2已知在AABC中，么ACB=90。．

(1)如图2，当点

D在边AB上(不含端

点)时，求证：

CD2一BD2

BC2

AD—BD

5—面广。

8 D A

图2

(2)当点D与A重合时，(1)中的等式是

否成立?请说明理由．
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(3)当点D在鲋的延长线上时，(1)中
的等号是否成立?请说明理由．

(2003，“信利杯”全国初中数学联赛)

解(1)过点C作CE上BD于点E，则

由射影定理有

BC2=BA．BE．

对Rt△CBE及点D应用性质有

CD2=BC2+BD2—2BD．BE．

故％等=—BC2-丽2BD～．BE
BA·BE—．2BD·BE

BA·8E

一(丝=丝)二塑一A—D-—BD。。

BA—。 AB
。

(2)当点D与A重合时，(1)中等式仍然
成立．

此时，AD=0，CD=AC，BD=AB．

于是，1CD2-rBD2=≮笋刊，
AD—BD —A8 ．

—面_。1矿5-1。

故％笋=警．
(3)当点D在鲋的延长线上时，(1)中

的等式不成立．

此时，同(1)有

—CD2-—Bff—f丝=墨垒)=墨旦
BC2

一
BA

—AD—BD．AD—BD

。—1矿～≠—万矿’
例3如图3，已知四边形ABCD为正方

形，00过正方形的顶点A和对角线的交点

P，并分别与AB、AD交于点F、E

(1)求证：

DE=AF：

(2)若00半径

为譬，AB：厄+l'
求篙的值． 图3

(第2l届江苏省初中数学竞赛)

解显然，EF为00的直径，即点0在

边EF上．

联结EP、FP．易知△EPF为等腰直角三

角形．于是，职=在伽=华．
二

(1)由DP=AP，么EDP=45 o=么FAP，

么DEP=么AFP，知

△DEP!垒△AFP=}DE=AF．

(2)过点P作跗．LAD于点肘，则M为
边AD的中点．

故埘：丝掣，AP：√瓢肘：，下／2-+2．
厶 ‘

令AE：z．贝q删：<至≤!!一茹．
二

对Rt△APM及点E应用性质有

AP2=AE2+EP2+2EA．EM．

即 (譬p+阿+h(学一茗)，
亦即髫2一(√丢+1)髫+√芽=0．

解得AE=菇=l或在．

所以，历AE=厄或譬．
例4在△ABC中，么A=75。，么B=

350，D是边BC上一点，BD=2CD．求证：

AD2=(AC+BD)(AC—CD)．[21

(2008，我爱数学初中生夏令营数学竞

赛)

证明如图4，

延长BC至点E，使
CE=AC

由题设知么C

=700，则

么=，jj△．
E CM D B

图4

么E=35。

=么B，

即△ABE为等腰三角形．

过点A作AM上BE于点胍则肘为边

BE的中点．取BD的中点F，则BF=FD=

DC．联结AF

对Rt△ADM及点C应用性质有

AD2=AC2+CD2—2CD．CM
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=Ac2+CD(CD一2CM)

=Ac2+CD(DM一聊)
=AC2+CD(CE—BD)

=AC2+CO(AC一2CD)

=(AC+BD)(AC—CD)．

3作出特殊线，证明是垂线

例5 如图5，已知o 0在矩形ABCD

内，过顶点A、B、C、

D分别作00的切

线，切点分别为A。、

玩、Cl、DI．若从l

=3，BBl=4，CCI

=5，求DD。的长．

解联结AO、 图5

BO、CO、DO、A10、B10、C10、D10．则

DAl上AAl，OBl一LBBl，

OC。．J—CC。，OD，_JL DDl．

设00的半径为，．则由勾股定理知

A02=AA：+r2，B02=BB；+r2，

C02=CC：+r2．D02=耐+r2．
?过点0作OE上AB，OF上DC，则

8E=CF．

对Rt△AOE及点B、Rt△DDF及点C

分别应用性质有
A02=OB2+AB2—2BA·BE．

D02=Dc2+CD2—2CD．CF．

两式相减得

A02一D02=OB2一OC2．

即 A02+OC2=DB2+002． ①

于是，AA；+cc2=胎：+D研．故DD，=扣百万孺=3厄．
【注】式①表明：矩形内一点到两组对顶

点的距离的平方和相等．

例6设日为锐角／k ABC的垂心，P是

△ABC所在平面内任一点，作删上P日于
点肘与直线AC交于点，，作删上PC于点
Ⅳ与直线船交于点，．求证：尸日上U
证明设BE、CF是△ABC的两条高．

则知日为其交点．

由垂心的性质知BH·HE=CIt·胍
由枷上BM，BE上町，知B、J、E、肘四

点共圆，即11111·HJ=BH·HE．

电Nl LCN，CF LFl。强C、N、F、I四氮

共圆，即Nil·Ill=CH·HF．

于是。MH·HJ=Nil·H1．

联结P，、以在Rt△PIN、llt△PJM中
分别对点日应用性质有

／／2=n．12+t4／,2+2／／／·H1V．

PJ2=JH2+Hp+2Hj·HM．

两式相减得P，2一盯=肼一∥．
故PH L|J．

练习题

1．设P为△ABC的边AB上一点．求证：

cP'=AC2·面PB+BC2·面AP—AP·m
提示：过点C作CD上AB于点D．

在Rt△ADC、Rt△CDB中对点P应用

性质得到AC2与BC2的表达式，再分别以

PB、PA乘前述两式后相加整理即得结论．

2．已知00内的弦CD平行于直径AB，

P为AB上的一点．求证：

Pc2+PD2=PA2+pB2．

提示：由上题结论得到cp2、舻的表达
式，再将两式相加即证．

3．设P为正△ABC的外接圆劣弧BC上

任一点．求证：PB+PC=PA。

提示：分别过点召、C作BE上AP、凹上
AP于点E、E注意到／APB=么APC=600，

即知PE=÷BP，即=÷Pc

在Rt／XABE、Rt／xACF中分别对点P

应用性质有

AB2=8p+Ap一2PE·PA．

AC2=CP+AP一2PF．PA．

从而，曰P2一PA·胛+A尸2一AB2=O，
C妒一PA．CP+AP2一AB：0．

于是，BP、CP是一元二次方程

鬈2一PA．z+黝2一AB2=0
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不定方程的一些常用解法

李宝毅
(天津师范大学数学科学学院，300387)

中图分类号：0122．1 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2011)Ol-0005一∞

(本讲适合高中)

不定方程是含有未知整数的等式，它是

初等数论的重要内容之一，求解不定方程或

者分析解的性质主要是利用初等数论中的常

用思想方法和不等式估计结合枚举法等．本

文通过具体题目分类介绍了不定方程的一些

常用的研究方法和技巧．

1利用因子分析法研究不定方程

因子分析法是利用初等数论中整除和同

余的基本理论和方法讨论不定方程，是研究

不定方程的基本手段之一．

例1若正整数口、b、C的最大公因子为

收稿Et期：2010—10—11

l，且上+÷：上，证明：口+b为完全平方数．

【分析】此题较简单，下面介绍两种证法．

证法1 设算=(口，6)，y=(6，c)声=(c，口)．

则由(口，b，c)=l，得x,y、z两两互质．

由xla，zln，(菇，：)=1，可推出愆ln，故

可设口=Am．

同理，设b=Bxy，c=c弦，其中，A、曰、C两

两互质．于是，原方程可转化为

瓦1+蔚1=瓦1 j缈+Az=警．
因此。CIABx．

因为A、B、C两两互质，所以，Ck

显然，C是a,b、c的公因子，因此，C=1．

同理，A=1，B=1．

的两个根．

由韦达定理得BP+CP=PA．

4．00与0D交于点A、B，BC为oD的

切线，点C在00上，且AB：BC．

(1)证明：点0在oD的圆周上；

(2)设△ABC的面积为S，求oD的半径

r的最小值．

(2008，全国初中数学联赛)

提示：(1)略．

(2)延长BO与AC交于点E，则BE上
1

AC．由S=和c(∞+蚀)，知
‘

，，C

oB+0n盖·
对Rt△ABE及点0应用性质有

AB2；082+A02+20B．OE

=20B(08+UE、

=20B·丽2S划·慧．
由弦切角与圆心角的关系知

／ODB=么ABC．

从而，△ODB f-,'9△ABC．

于是，石OD=丽OB．‘

故r=oD=丽OB．A8=筹∥s·筹
=狐(筹)手≥2fS一20玑B]下="堕2．

参考文献：
[1]2009年新知杯上海市初中数学竞赛[J]．中等数学，

20lo(6)．

[2]2008我爱数学初中生夏令营数学竞赛[J]．中等数

学．2009(I)．
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6 中等数学

从而，茹=y+z．

故a+6=髫(，，+：)=茗2为完全平方数．

证法2显然，c>口，c>b，

吉+丢=÷甘字=忐．口 D C C D～C

j殳a-c=．÷为既约正有理数卫．则
c o—c q

口：卫盥．c．b：卫盥．c．
q p

由(P，q)=l，得

(p+q，q)=1，(P+9，p)=1．

故qIc，plc号肿Ic．

记c=J咖．则

口=咖(p+g)，b=J幻(p+g)．

由(口，b，c)=l，得k=1．

故Ⅱ+b=p(P+g)+q(p+q)=(P+g)2

为完全平方数．

【说明】证法1利用(口，6，c)=l时常用

的变量代换将方程进行等价变形，利用因子

分析的方法进行研究；证法2巧妙地将方程

写为比例形式，利用既约分数卫计算口和b
g

的值，从而解决问题．

例2设A、B是两个不相等的2n(n∈

N+)位数，A的前17,位数等于口的后n位数，

A的后n位数等于B的前11．位数，且A}B．求

A+B的值．

【分析】此题改编自2003年日本数学奥

林匹克⋯．

设菇为A的前凡位数所对应的正整数，Y

为A的后n位数所对应的正整数．则

A=10“戈+y，B=104Y+膏．

设B=M(2≤七≤9)，即

104y+膏=七(10“茗+Y)．

故A+B=(茗+y)(104+1)

=A+kA=(k+1)(10“髫+Y)．

若(k+1，104+1)=l，则

104x+y-O(mod 104+1)，

即 一茗+y--O(mod 104+1)．

注意到B>A号，，>茹，且Y一聋<10“．

因此，(104+1)I(Y一茁)是不可能的．

故d=(k+l，104+1)>1(2≤d≤10)．

利用dl(104+1)，易得d≠2，3，4，5，6，

8，9，10，即d只能为7，k=6．

显然，10“+1-0(mod 7)，n=0，l，⋯。5

中只可能11．=3．

结合费马小定理得n=3(mod 6)．

记m：翌斗．则由

(髫+Y)(104+1)=7(10“茗+，，)

=》，n(菇+Y)=(7m—1)髫+Y

j(，n—1))，=(6m一1)髫．

由(BI,一l，6m一1)=(J，l一1，5)=l(m

的个位数字只能为3，故(m—l，5)≠5)，得

『菇=(／11．一1)Z，

【Y=(6m一1)f．

注意到当Z≥2时，

y一>2(6m一1)>7m=108+l，

这是不可能的．故Z=1．

综上，当n---3(mod 6)时，

】04—6 6 x104一l戈。T，Y。—1一·
因此，A+B=10抽一1(，l暑3(mod 6))．

【说明】本题综合应用了初等数论中的

常用思想和方法(数的进制、同余理论、最大

公因子性质等)进行讨论，关键的一步是A+B

两种形式的因式分解．

例3求正整数x,y，使得

茗+广+(茗，，，)3=xy(x，y)．

【分析】设z=(菇，Y)，茁=ag，Y=k．则

(口，b)=1．

方程转化为a+62彳+92=膨．故zla．
设a=馏，即髫--'mCI：2．则方程变为

c+b2-i-g=膨哦=筹．
下面对变量z进行讨论．

(1)若：=1，则

c=斟：(6+1)+南，
万方数据
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正整数b只司能为2或3，易得到两组解

(x,y)=(5，2)或(5，3)．

(2)若彳=2，肌=等，即
16c=等竿=(4⋯)+器，

46—1只可能为3或11(显然不可能为33)，

易得到两组解

(x,y)=(4，2)或(4，6)．

(3)若z≥3，则

2 6222+7 I．，+6
a 2而勘+万j。
由嵩豺，得
6≤岩=等⋯击，

即正整数6≤厶

因此，c=貉≤}等<2，正整数c只
能为1．

此时，62一bz2+(：+1)=0．

注意到△=7—4(z+1)∈((，一I)2，z4)．

故方程无正整数解．

综上，(x,y)=(5，2)，(5，3)，(4，2)，(4，6)．

【说明】处理多变量的不定方程时，通过

观察方程的特点，选择一个变量作为主变量

进行研究，可以适当地减少计算量。当z≥3

时，通过不等式估计变量的取值范围，证明方

程无解．

2利用不等式估计结合枚举法研究不定方程

通过不等式估计变量的取值范围，是初

等数论中研究不定方程的常用方法之一．当

变量的取值范围缩小到可以容忍的程度内

时，利用枚举法可以将问题分解为若干个简

单问题，化整为零，各个击破．

例4设n∈N+，八n)为／'t在十进制下
，'

的各位数字之积．解方程八，1)=÷n+8．

【分析】显然，／／,不是一位数．
议n是七+1位数，投IJ n=石I菇t．1⋯茁l并o．

通过不等式估计研究I|}的取值范围．

n=塞埘舻∥铲9‘(舡I。j=O 、7

≥(玎血i=O铲(等)么毗
即川≤(未)‘玑
当后≥4时，(品)‘≤o．656 l<手，原方

程无解．

下面枚举讨论后=1，2，3这三种情况．

(1)当，l为两位数lOa+b时，

“n)：，，^：20譬2皂+8，

即口=丽2b+24石．
由3b>20，知b只有7、8、9这三种情形．

当b=7或8时，口>9，不可能；

当b=9时，1／,--6．

(2)当rt为三位数lOOa+lOb+c时，

八n)：口6c：2—00—a 1+2～0b+2c+8，即口=岩．
由3bc>200，知bcI>67．

从而，b、c只能为8或9，且不可能同时

为8．

经检验，口不存在整数解．

(3)当，l为四位数1 000a+100b+10c+d

时，同理，

200b+20c+2d+24口2—了蕊i孤矿‘
由36cd>2 000，知bcd≥667．

只可能为b=C=d=9，此时，可验证口

无解．

【说明】不等式估计时要选择适当的变

量作为研究对象，枚举讨论时一定要认真

细致．

例5求正整数a,b、c，使得

【口，b，c】=口+b+c．【21

万方数据



8 中等数学

(2005，奥地利数学奥林匹克)

【分析】显然，当a=b=c时，方程不可能

成立．

不妨设a≤b≤c，其中等号不能同时

成立．

因此，口+b<2c=’c<口+b+c<3c．

结合／c=【8，b，c】=a+b+c，得z=2，即

a+b m--,c．

另。方面，硒=【a,b，c】=口+6+c=2a+210．

故b12a．

结合2a≤26，得b=a或b=2a．

(1)当b：a时，c=口+b=2a．

则【口，口，2a】=2a≠o+b+c，方程无解．

(2)当b=2a时，c=3a．

贝Ⅱ【口，2口，3a】=6a=n+6+c，方程恒成立．

例6求k,n∈N+，使得

(tl,+1)‘=n!+1．[3】

(2002--2003，芬兰高中数学竞赛)

【分析】从质数角度人手，设P是忍+1

的质因子．则Pl(17,!+1)．

显然，当P≤n时，此式不可能成立．

故n+l必为质数P，即矿=(P—1)!+1．

通过枚举法先研究几种简单情况．

当P=2或3时，k=l；当P=5时，k=2．

下面证明：当pi>7时，方程无解．

当P≥7时，显然，ks>2．

设，l=p一1=2m(m>13)．则t／,!=(2m)!

中有2、111,、2m三项．故(2m)2 I n!，即n2 I，l!．

从而，n2 I[(凡+1)‘一1]．

由二项式定理知

(rt+1)‘一l-kn(mod，12)--O(mod tl,2)．

于是，nI屉，七≥n．

故(n+1)‘一l≥(n+1)4一l≥n“>n!．

方程不可能成立．

【说明】对于不定方程，枚举法不但可以

讨论简单情形，得到一些解，而且可以总结经

验，为最终彻底解决问题做准备．

例7设x,y、z为大于2的整数，且

秽毫2(mod z)，yz-=2(mod石)，

猫-2(mod Y)．

求石+Y+：的值．

【分析】此题改编自2005年中国台湾数

学奥林匹克【4】．

三个同余式等价于

菇l(尸一2)，yl(蕊-2)，zl(xy-2)．

因此，xyzl[(弘-2)(弘一2)(xy-2)]．

注意到

(弘一2)(勰一2)(形一2)

=Axyz+4(xy+yz+硝)一8．

故4(xy+yz+弘)一8=kxyz，即

4f上+上+上1一旦：k． ①
、1 了 z，xyz

利用整数x,y、z>2可以估计变量k的

取值范围，

后<4(÷+上+÷)≤4(号+了1 4-了1)=4Y ，

、戈 z， 、j j j，

即正整数露≤3．

由于x,y、z两两不等(假设并=Y，则由

茹I(弦一2)，得菇l 2，与髫为大于2的整数矛

盾)，不妨设髫<y<二．

(1)当k=3时，若xi>4，则

七<4(÷+上Y+÷)≤4({4+÷+吉)<3，、髫 =， 、 ， O，
’

矛盾，故菇=3．

代入方程①得

，，=端嘶=12+厕104．
结合戈<y<z，得z=5，Y=4．

经检验，茗=3，，，=4，z=5不满足题设中

的同余式组，舍去．

(2)当k=2时，若x>16，则

后<4(÷+土Y+÷)≤4(吉+专+吉)<2，、z 彳／ 、O ， 石，
’

矛盾，故并=3，4，5．

将k=2，茹=3代人方程①得
6z一4 ， 32

，，2ii。o+z～-6。
结合茗<y<z，可得三组解

(z,y)=(14，lO)，(22，8)，(38，7)．

万方数据
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经检验，可得满足题设同余式组的两组

解

(x，Y，z)=(3，8，22)，(3，10，14)．

同理，由茗=4可得满足题设同余式组的

两组解

(茗，Y，彳)=(4，5，18)，(4，6，11)．

(3)当k=l时，若x≤4，则

4(1+l+上1一一8：一4+丝+!一旦>1，
＼^ Y z} 牛 x xyz z xyz

方程不可能成立；

若戈≥12，则

后<4(÷+上+÷)≤4(壶+西1Y +击)<-，＼菇 z， ＼lZ lj I斗，

矛盾．故戈=5，6，⋯，11．

同理，枚举讨论七种情形，可以得到满足

题设同余式组的两组解

(戈，Y，彳)=(6，14，82)，(6，22，26)．

对上述各组解，计算石+Y+z的值即可．

【说明】将三个同余式组转化为一个不

定方程时，解集扩大了，因此，需要对根检验．

枚举法研究问题的各种情形时，先从相对简

单情形入手，相对复杂的情形放到最后．

3与有理数有关的不定方程

含有未知有理数的等式是一类特殊的不

定方程，通过将有理数转化为既约分数形式，

可以将方程转化为一般的不定方程．
1

例8设口、b、c为正有理数，且口+亡、
Uc

1 1

b+上、c+寺均为整数．求口+b+c的值．
CO,t／,O

【分析】此题改编自2006年巴尔干地区

数学奥林匹克∞]．

本题含有三个未知有理数，若直接将它

们写成既约分数，则问题转化为含有九个未

知正整数的三个方程组成的不定方程组，显

然，求解比较困难．通过观察三个式子的特

点，可以发现均含有项abc，且三个式子的乘

积只含有此项．

三个式子之积

肘=(口+去)(6+去)(c+面1)=鱼象筹#
为正整数．

设曲c为既约分数卫q(p、q∈z+)．则

肘：掣等(p+g)3：Mp29．
P q

由Pl(p+g)3，gI(p+g)3，可分另《推出

PIq3。qIp3．

结合(p，q)=1得

P=1．q=1．

由abc=l，得

口+瓦1=2。∈N+，6+壶=2b∈N+，
c+了1=2c∈N+．

不妨设口≤6≤c．则可以得到三组解

(口，6’c)=(吉，吉，4)，(吉'l'2)，(-'l’-)．
于是，n+b+c的值分别为5、3．5、3．

【说明】研究含有未知有理数的方程时，

先通过变形减少未知有理数的个数或者简化

方程的形式，然后再用既约分数替代未知有

理数，可以减少计算量．

例9求方程矿吖=(菇+y)7的有理数

解．

【分析】若菇=O，则矿"=o，(茹+y)7=o．

因此，Y=0，但是，00无意义，故茗≠O．

若Y=0，贝9茗5=l，即省=1．

显然，髫=1，Y=0是一组有理数解．

以下不妨设z≠O，)，≠0．

令Y=昭．则原方程等价于

菇5‘‘+。’=[戈(1+z)]盥

‰1+。=茗。(1+三)。锄=(1+名)2． ①

设名、=分别为既约分数旦、卫(n、g∈
n 口

‘

Z+)．

代人式①得

(詈)9=半毒gPrn,q=rgq(p+gr
万方数据



中等数学

当P>O时，gP n9(p+g)9．

由(P，q)=l，得(g，P+q)=1．

因此，gP ln9，n9 qPm9．

由(m，n)=l，得n9I gP．

所以，矿=矿．

若q为大于1的正整数，设q的算术分

解式p口lp笋⋯p≯．贝Ⅱ

矿=芮1’尹一．p：p=tl,9．

因此，qfaip，即qlai(i=l，2，⋯，k)．
al a,／ aI

记Q=p孙歹⋯p歹．则q=Q9．

利用数学归纳法易证：

对于正整数g>l，有29>q．

因此，q9I>29>叮，矛盾．

故q=l，随之而来的是，l=1．

同理，当P<0时，(P+q)呻m9=矿q一，

可以推出q叩=I mh

因此，q=l，I m l=1．

综上，原方程的有理数解为

并=(1+彳)。，Y=z(1+：)。，

其中，z≠一l为整数．

练习题

1．设A、曰、C为三个三位数，且A+B+C

=2 010．求5Io(A)+SIo(曰)+5lo(C)的最小

值和最大值(S。。(A)表示A在十进制下的各

位数字之和)．

提示：设A=100a2+10al+ao，

B=10062+10bl+bo，

C=100c2+10c1+co．

记菇=口2+b2+C2，，，=01+bl+cl，

z=口o+bo+co．

问题转化为：设整数3≤石≤27，0≤y≤

27，O≤=≤27，且100x+10y+z=2 010．求

戈+Y+石的最小值和最大值．

2．设A是一个2 010位数(十进制)．若

可通过交换A的各位数字的位置得到一个新

数B，使得A+B=102们o，贝0 50 IA．

提示：设A=茹2∞9石20吨⋯髫l工o，

B 2Y2009Y2嘲⋯YlYo．

则存在t(0≤t≤2 009)，使得

‰=Yk=0(0≤后<t)，

茗。+y。=10，茹I+YI=9(t<k≤2 009)，

且Yo，Yl'．“，)，2啷是筇o，髫l’．一，省2啷的一个重

新排列．

只需证明：t≥l，且气=5．

3．设A={口2一b2 Ia,b∈N+，口>bt，

B={口2+b2la、b∈N+】-，

髫。是N+＼(AUB)中最大的n位数．求所有的

n∈N+，使得并。的各位数字的平方和为一个
完全平方数．

提示：茗．=6满足条件，髫：=94不满足条

件．当n≥3时，‰=10“一2，戈。的各位数字的

平方和为8l(n一1)+64．

4．求方程茗‘+Y‘=3“(k>1)的正整数

解．

提示：设d=(髫，Y)=34．问题可转化为

a=0的情形．再对后分奇偶性讨论．

5．设n∈N+．求上+上：生存在正整
茹 Y n

数解的充要条件．

提示：当n=2五时，丢=T1+i1．
当n=m(4k—1)时，

4 1 l赢丽4k 2一km+—kin—(4kF可’m( 一1) 一1)’

当n只含舭+1型因子时，，l三l(mod 4)．

故原方程等价于(4x—n)(4y—n)=n2．

若存在正整数解，则

4x—n羞一1(mod 4)，

即，l必含4后一1型因子，矛盾．

参考文献：

[1]2003日本数学奥林匹克[J]．中等数学，2004(增刊)．

[2]第36届奥地利数学奥林匹克(2005)[J】．中等数学，

2006(增刊)．

[3]2002枷3芬兰高中数学竞赛[J]．中等数学，2004
(增刊)

[4]2005中国台湾数学奥林匹克摘选[J】．中等数学。

2006(增刊)．

[5]第23届巴尔干地区数学臭林匹克(2006)[J]．中等

数学．2007(增刊)．
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由一道竞赛题想到的

宿晓阳
(四川成都实验外国语学校，610031)

中圈分类号：0123．1 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2011)Ol-0011—02

题目 如图1，在正方形ABCD中，已知 肘、Ⅳ．试证：

E、，分别是边BC、CD

上的点，满足朋=BE
+DF，AE、AF分别与

对角线BD交于点肘、

Ⅳ．求证：

(1)么EAF=450；

(2)MN2=BM2+one． 图1

(2007，四川省初中数学联赛)

本文在该题基础上进行拓展，即将题中

的点E、F分别拓展到CB、CD延长线上，同

样可以得到类似结论．同时，利用此结论还可

以编制和解决更多新的试题．

命题在正方形ABCD中，E、F分别是

CB、CD延长线上的点．则EF=BE+DF的充

要条件是么EAF=1350．

§△AEF篁△AGF 图2

铮么EAF=么GAF
’

=iIt(3600一么EAG)=135。．
二

题1如图3，在正方形ABCD中，E、F

分别是CB、CD延长线上的点，且EF=BE+

DF，EA、FA的延长线分别与直线BD交于点

收稿日期：2010—02—08

MN2=BM'+DN2

证明由命题

知么臌F=1350．

则

么MAN

=1350．

名
图3

又在正方形ABCD中，么BAD=90。，则

么NAB+么DAM=450．

由么Ⅳ+么NAB=么ABD=450，得

[N=ZDAM．

同理，么NAB=么胞

故△觚w∽△胁嘲号篇=卷．
设AB=AD=1，BN=口，DM=b．则

BD=厄，ab=1．

故删=(口+b+厄)2
：口2+b2+2√互(a+6)+4．

而BM2+肿=(b+在)2+(口+厄)2
=82+b2+2厄(口+b)+4，
故MN2=BM2+胛．
题2如图4，在正

方形ABCD外作么EAF

=135 o分别与CB、CD的

延长线交于点E、F，BA、

DA的延长线分别与EF

交于点||If、Ⅳ．试证：

MN2：M俨+N移．

证明 由命题的证

明，易知

E B C

图4

万方数据
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么MFA=么Am
又BM／／CF，则

么删F=么AFD=么肘蹦．
于是，MA=MF．

同理，ⅣA=胞
又在Rt AAMN中，有

MN2=MA2+NA2．

阻逝．M舻=M产+NE2．

题3如图5，E、，分别是正方形ABCD

的边CB、CD延长

线上的点，且EF

=BE+DF。EA、

以的延长线与直
线BD交于点膨、

Ⅳ．试证：S伽=
25出删．

证明 由命

题知么尉F=135。．
则么EAN=450．

图5

又么EBN=么CBD=45。，得

么肌N=么EBN．

于是，A、B、N、E四点共圆．

联结EN．则么ENA=么ABE=900．

从而，AAEN是等腰直角三角形．

所以，AE=以AⅣ．

同理，AF=√2A胍

于是'瓷丽AE笏_2，即
s蛳F=2s珊N．

题4如图6，E、F分别是正方形ABCD

的边CB、cD延长

线上的点，且么EAF

=135。．试证：

AE2 EF一粥
AF"一EF—EC’

证明如图6，

将△ABE绕点A逆

时针旋转900得

粲
，
t
{
；
{
；
D ＼

＼、、、∑
r～、一埋、＼ C ^

G

图6

△ADG．则由命题的证明易知

AE=AG．EF=FG．

从而，EF—FC=CG．

同理，将△ADF绕点A顺时针旋转90。

得AABH．则EF—EC=阻
联结EG．则易知△AEG是等腰直角三

角形，且AF上EG．

故EG=在AE，么AFG+么CGE=900．

又么CEG+么CGE=900，则

么AFG=么CEG．

从而，Rt△CGE∽Rt△DAF．

所以，面AF=篾=訾． ①

联结FH．同理，

丝一型一焦丝 陨
AB—CH—CH’、纠

由式①、②并结合AD=AB，整理得
AE2 CG

AP—CH‘

¨。AEz EF—FC

蚁矛2E—F-—EC‘

万方数据
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利用等价形式证明一道IMO预选题

娄姗姗
(天津师范大学<中等数学>编辑部，300387)

中圉分类号：0144 文献标识码：A 文章编号：1005-6416(2011)01—0013一Ol

题目设J}+l元实数集

S={龙t，茗2，⋯，茗I+l}

满足0≤戈‘≤1(i=1，2，⋯，k+Z，k、Z∈Z+)．

如果满足

I镩矿}赢气卜错，
则称S的一个后元子集A是“好的”．

证明：好的子集数目至少有南c：+，个⋯
(第49届IMO预选题)

证明设并。。￡之娶铂
扎=石f一茗o(i=1，2，⋯，k 4-Z)．
蔓±三

则∑，，i=o．

不妨设0≤茗l<戈2<⋯<钆+j≤1．则

--Xo≤，，l<Y2<⋯<，，t+f≤1一茗o．

故S的k元子集A是好的

铮悟狲一}墨x；卜岩
铮I(}+手)弘一拯嚣；|≤错
营1善茗i一‰l≤k2 I世S。，，i l≤虿1．鼽∈^ 赢∈^ 二

所以，S的好的k元子集A与满足

I∑，，√≤÷ ①

的{l，2，⋯，％4-￡}的七元子集A’一一对应．

记以A 7)=∑Yi．

将{1，2，⋯，k+l}的所有k元子集按下

列规则分组：

k元子集A、B同组

§存在i∈N+，使得A={l+ilt∈B}，

其中，子集元素是在模k+z意义下的．

上述每一组至多有k+Z个子集，故至少
，、I

有拦组．对任意一组，设为A。，A2，⋯，A川雎-4"，

(可能有相同的集合，但不会全相同)，其中，

A『+l={t+l It∈A，}．

下面证明两个引理．

引理1对任意的-『∈{l，2，⋯，k+Z}，有

0<‘if(Ai)-f(Aj+1)I<1． ②

引理1的证明设Aj={tl，t2，⋯，tI}，
其中，1≤tl<t2<⋯<tI≤知+Z．

则吠A，)项Aj+。)I

=I蔷儿一；蚤。Yi I=f蚤(儿一托+1)f．
当气<k+Z时，

I∑(y。-y”。)I=∑(^+l_托)
∈(0，儿+j—y1)∈(0，1)；

当tI=k+Z时，

l葛(，，II-Yh+1)l-善(儿，一Yt,-i 4．1)
∈(0，Yk+。-y。)∈(0，1)，

其中，to=0．

故式②成立．

引理2在A。，A2，⋯，A川中存在两个不

同的集合A。A，，满足

If(A。)I≤÷，If(A，)I≤÷．

收稿日期：2010—09—27 (下转封底)
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从最小数入手证明一道IMO预选题

李奋平
(山西大学附属中学，030006)

中圈分类号：0156 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(201 1)Ol一0014一01

题目设n是一个正整数．证明：c：。一。，

c：叫，⋯，C2一．-,。一模24与l，3，⋯，2“一l的某
一排列同余．【l】

(第49届IMO预选题)

证明显然，当／／,=I，2，3时，命题成立，

且对任意的n(n≥2)，0≤后≤2”1—1，有

c凳一。+c凳：：=c禁+1

=焘子芸，O(mod 24)， ①

c篓．。=Ⅱ竽

=垂样·f川i宰
喜(一1)‘c：。九l(mod 2“)． ②

由式①、②得

c2：k。+一滓(一1)“1c：¨一。(mod 28)． ③
下面证明：不存在正整数，I(n>2)及整

数k,t(o≤I|}、Z≤2”1—1，k#1)满足

c：叫=C2。。一l(mod 2“)． ④

否则，取满足式④的所有(n，k，Z)中最小
的m

设k=4ko+占l，Z=410+占2，其中，8J、岛
∈{0，l，2，3}．

由对称性，只需考虑

(占l，占2)

=(0，0)，(0，1)，(0，2)，(0，3)，(1，1)，

(1，2)，(1，3)，(2，2)，(2，3)，(3，3)．

将式②、③代入式④分情况讨论．

(1)(自，82)=(0,0)，(1，1)，(2，2)，(3，3)．

则ko≠lo．

前两项得c磐-．。暑c磐I．I(mod 2“)，

收稿日期：2010—07—18

后两项得。C：2t。O+l一。暑c磐1．。(mod 28)．
(2)(占l，占2)=(0，3)，(1，2)．

则c》l_l暑c磐1-。(mod 2“)．
(3)(占。，占：)=(0，1)，(2，3)．

前一项得

c》1．1三一c》l-l(Il州2“)

兰c筘1．。(mod 2”1)，
后一项得

c磐!；三一c磐1．。(mod 2“)

暑c》l-l(mod 2”1)．
故(1)一(3)都能推出当n一1时式④有

解，与站的最小性矛盾．

(4)(8，，占2)=(0，2)，(1，3)．

则c磐l-l三一c；州to+l-I(mod 28)

兰c》l—l(mod 2”‘)．
若k。≠％，则当，l—l时式④有解，与，I

的最小性矛盾．

若ko=lo，则两项均得到

c扭l毫c犯2(mod 28)

jc裁1+c：k叫o+2-0(mod 2“)． ⑤

但c魁1+c魁2=c磐“=南c魁1
^^一I 4t,o+l^n ．

=南耳I竿=2”1(mod 2气
与式⑤矛盾．

综上，c：。一，，c：叫，⋯，u／-、：2。n’．I。．1模2“两两
不同余．

又由col-l=c：，一，=l及式②、③，易知
c知～。(O-<k一<2“一1)均为奇数．
故命题成立．

参考文献：

[1】李建泉译．第49届IMO预选题(四)[J】．中等数

学。2009(11)．
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一道IMO预选题的另证

李 赛
。

(天津市第一中学。300051)

中图分类号：0174 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2011)ol一0015一01

题目 对于整数巩，在{l，2，3}中存在

唯一的一个数t(，，1)，使得m+z(m)是3的倍

数．函数，：z_+Z满足八一1)=0，以0)=1，
八1)=一l，且对于所有满足2“>m的非负

整数m、，I，有

以2“+，，1)=八28一t(，n))一八m)．

证明：对于任意的非负整数P，均有

八3p)／>0．[11

(第49届11VIO预选题)

文[1]通过一个命题的铺垫给出了该题

的一个证法．本文将从该命题出发，从另一角

度去证明结论．
上

证明设n=∑2“，其中，‰>nl>⋯

>口。≥0．则

以n)=∑[(一1)少(2’一t(nj+。))]+

(一1)“if(m+。)

=∑(一1)狄凡；)， ①

其中，nj=∑2q(．『=l，2，⋯，s)，且当叱=0

时，Z=s一1；当口，>O时，z=s，nf+l=0．

从而，所有的以n)均可由八2‘一i)(i=

l，2，3；I|}=1，2，⋯)决定．

显然，t(2牡一1)=t(2孤+1—2)=3，

t(2舭一2)=t(2强+1—3)=1，

t(2戤一3)一t(2强+1—1)=2．

由数学归纳法易证下面命题．

命题对于任意的非负整数||}有

火2强+1—3)=0，八2强+1—2)=3‘，

八2珏+1—1)=一3‘，以2勰+2—3)=一3‘，
厂(2舢2—2)=一3‘，

“2弘“一1)=2×3‘．

回到原题．

收稿日期：2010—05—18

易知数对

(2’一t(’+I)，2¨一t(■+2))
≠(22“+2—1，2如+1一1)(u、影∈N)．

故当(哆，q+。)-(o，1)或(1，1)(mod 2)时，

‘U^(2’一t(ni+1))一八2’“一t(nj+2))I

≤2×3【孚】， ②
其中，[茗]表示不超过实数z的最大整数．

对3ln，有

n=2do+nl-2叼一t(n1)-0(mod 3)．

下面利用命题及式①、②分情况讨论．

(1)当口o=2b+1时，口l≤26．贝Ⅱ

以n)颖垆一t(n。))一1∑(一1)认一)I

将{以n：)I歹=1，2，⋯，Z+l}按ai的奇偶
性分组：在偶数口。前分开，将{oi}分成若干

段，每段内的奇数口i除了第1个与前面的a。

同组，其余的奇数两两一组．
r al—i1

故八n)t>3a一。壹12 x3j—l故八n) 6一∑ 一l

：36—3【丁al+l】≥o．

(2)当a0=2b+2时，口l≤26+1，口2≤26．

类似(1)有

八n)≥以240一t(，l，))一八2q—t(，l：))一

I∑(一1)狄n川
J=2

【-旷7--11
≥2×35—35一∑‘2×3j一1

可
：36—3【”-r-“j≥0．

综上，八3p)≥0(p∈N)．
参考文献：

[1]李建泉译．第49届IMO预选题(--)[J]．中等数

学。21109(8)．
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专题写作

不要滥用反证法

单蹲
(南京师范大学数学系，210097)

中图分类号：0141．2 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2011)01—0016—02

反证法是一种重要的证明方法．在证题

过程中，当直接证法难以奏效时，可采用间接

证法．就像打仗一样，正面攻击不能奏效，迂

回到侧后或许是一种好的策略．但是，并非任

何问题都得用反证法，笔者建议能够直接证

明的还是以直接证明为好．

例1实数茗l，戈2，⋯，％满足

石l+髫2+⋯+菇。=o，髫：+茗；+⋯+互：=1．
证明：菇。，髫：，⋯，茹。中至少有两个数的积

小于或等于一三．

很多同学选择反证法．

证明假设结论不成立，即
1

藐誓>一÷(1≤i<_『≤，1)．

由已知得

0=(菇l+菇2+⋯+茹。)z

=∑菇；+2∑x,xj=l+2∑髫；毛．

因此，∑互；巧=一了1． ①

另一方面，由反证法的假设有

∑％>一吉c：=一孚· ②

式①、②矛盾．所以，结论成立．

事实上，式①、②并不矛盾，可见，证明是

错的．

出现这种错误的同学不在少数．笔者在

某地两个竞赛班试验．第一天下午是一个悲

收稿日期：2010—11—03

惨的下午，因为上黑板的三名同学全做错了．

没想到第二天更为悲惨，自告奋勇上来的四

名同学竟也没有一个做对．更为悲剧的是有

几名同学坚持认为从式①与反证法的假设可

以导出矛盾．其实这已经是一条死胡同了．式

①与反证法的假设并不矛盾．要找矛盾还得

回到已知的两个条件．

正确的证法是直接证明．

证明不妨设z1，戈2，⋯，茗。中，石l最大，戈。

最小．则

(茁l--X‘)(菇；一名。)≥0(i=l，2，⋯，n)．③

将式③的左边展开，对i求和得

石。∑菇；一∑戈2；一懈以+‰∑菇i I>0，
1

即X1髫。≤一÷．

这道题的证法很多．下面再介绍一种．

另证设zl，戈2，⋯，菇。中，正数为Yl≥，，2

≥⋯≥，，，，其余的为名1≤乞≤⋯≤z。，s+t=n．

则l=)，；+Z+⋯+Z+者+之+⋯+Z
≤孔(，，I+Y2+⋯+咒)+zl(毛+Z2+⋯+五)

=一Yl(zl+z2+⋯+：I)一：l(YI+72+⋯+儿)

≤一钞IZl一szlyl=一nylzl．

1

因此，Yl毛≤一÷．

这种证法可以改成反证法，但毫无必要．

不过已知条件中的l及(要证明的)结论中

的一土，启示解题者应取n个≈菇i的和，而不
ll,

是c：个．该证法正是这样做的．
例2 100个互不相同的实数写在一个
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圆周上．证明：一定可以找到四个相邻的数，

两端的两个数的和大于中间两个数的和．

此题很多同学毫不犹豫地采用反证法．

证明 假设结论不成立．设圆周上100

个实数依次为al，a：，⋯，a。00．则

ai+ai+3≤口i+1+ai+2，

其中，i=l，2，⋯，100，约定a川∞=a。，即

ai+3一ai+2≤口i+I—ai． ①

将式①对i求和，知式①全取等号，即

口2i—aA—l=c(c为常数)． ②

同理，a夏+。一a2i=d(d为常数)． ③

在式②、③中令i=1，2，⋯，50，然后相

加得

0=50c+50d．

从而，C=一d，

a3一a2=d=一c=al一口2．

这就导出a，=a，，与已知矛盾．

证明是正确的．但很繁琐．

另证设a为100个数中最小的．a的

左邻为b，右邻为c．不妨设b>c．又设c的右

邻为d，则d>a．因此，b+d>c+a．

看来一些同学误以为存在性的问题一定

要用反证法，其实，存在性的证明用构造法或

极端性原理(即取最大的或最小的元素)为

好．证明“不存在”才用到反证法．一般说来，

结论中有“不”或隐含“不”的问题才用反证

法．大多数的问题还是应当用直接证法．

此题是俄罗斯的一道竞赛题．可能有一

些同学知道标准答案．但这个标准答案并不

高明．看别人的解答也要有判别好坏的能力，

不要被别人牵着鼻子走．

例3整数数列{a。}中，

al=l，a川=a。+S(a。)(n=l，2，⋯)，

S(a)是口的各位数字和．问：12 345是不是

这个数列的项?

此题可以用反证法．

证明 假设12 345是这个数列的项

a4+i·

因为a。+l=a。+S(口。)----2a。(mod 3)，而

12 345----0(mod 3)，

所以，2a。--0(mod 3)，a。-0(mod 3)．

同理，a川--=O(mod 3)，⋯⋯a1-O(mod 3)，

这与a，=1矛盾．

这道题也可以直接证明(不用反证法)．

另证因

％+l=an+S(％)-2a。(IllDd 3)兰一n。(mod3)，

而a，=l，所以，

a。量(一1)”1(mod 3)． ①-

因为12 345---0(mod 3)，所以，12 345不

是数列{a。}的项．

两种证法都能解决问题．不用反证法的

证法稍好一点．因为反证法虽然解决了这个

问题，却没有留下任何“正面的”结果．不用

反证法的证明，得出一个结果(即式①)．如

果要求证明本题的数列{a。}中，相邻两项的

和被3整除，那么，式①就发挥了作用．

例4已知正整数m、it／,和质数P满足：

对任意正整数k，都有

(p后一1，，n)=(pk—l，n)．

证明：存在某个整数t，使得m=∥，1．

本题的结论表明，对任意质数g≠p，q在

m、n中的次数都是相等的．mn的质因数可能

很多，而解题者对它们一无所知，因此，直接

证明它们在m、凡中的次数相等相当困难．这

道题以用反证法为宜．

证明 设g为mn的质因数，q≠p，且

q“0 m，矿l|凡，理≠卢．不妨设Ot>卢．
因为g≠p，所以，(g，P)=l，七的同余方程

p矗一l=-0(rood口。)

有解．

对这个k，q4 Il(础一1，m)，但

矿0(础一l，n)，a≠p，

与已知(础一l，m)=(pk一1，n)矛盾．

大致说，在结论涉及的对象很多(任意

的，每一个等等)时，可以考虑采用反证法．

如果结论的反面涉及很多对象，则不宜采用

反证法．

总之，能够用直接证法解决的问题，应当

采用直接证法．反证法不可滥用．

万方数据
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浅谈 递推计数法

孙岳
(天津市实验中学高二(i)班，300074)

中圈分类号：0141．3 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2011)Ol一0018—02

先来看一道小学数学竞赛题．

例1 同一平面上／'／条直线最多有几个

交点?

解当11,=1时，无交点；当17,=2时，最

多有一个交点；当n不断变大时，每加一条直

线，为保证交点最多，可令新加的直线与之前

在平面上已有的所有直线均相交，此时，n条

直线最多有0+l+⋯+(n—1)：丛马半
二

个交点．

以上过程可用如下方法表示：令a。表示

／7,条直线交点个数的最大值，则有

al=0，a。=a。一l+n一1．

故”宅半．
这就是递推计数法的思想．对于某一事

件的数目a。，可以找到它与a。一，，a。一：，⋯的

递推关系，进而得到问题的解．

例2将圆分成n(nt>2)个扇形，每个

扇形用r种不同颜色之一染色，要求相邻扇

形所染颜色不同．问：有多少种染色方法?

解法1¨1 设圆分成的扇形为．sl，S2，

⋯，．s。，且一共有a。种染色方法．则

al=0，a2=r(r—1)．

当n≥2时，S，有r种染法，|s：有r—1种

染法，⋯⋯S。有卜．1种染法．共有r(r—1)”1
种方法，且可分为两类：

(1)S。与S，颜色不同，有a。种方法．

(2)S。与S，颜色相同，有a川种方法．
故r(r—1)“一1=a。+a。一l(n≥2)．

于是，a。=(r一1)(一1)4+(r—1)“．

解法2按解法1设出S。，S：，⋯，S。，a。，

aI=0，a2=r(r—1)．

收稿日期：2010—09—07

当n≥3时，若|s。一．与s。颜色相同，则|s。

有r一1种染法，S。到Sn-2有an-2．种染法．若
S。一。与S颜色不同，则S。有卜-2种染法，S。

到S。一．有a。一，种染法．

故a。=(r一2)a。一I+(r—1)口。一2．

于是，a。=(r一1)(一1)“+(r一1)“．

【注】解法l实质是先将s。与．s，断开，
不考虑二者关系，而后再将S。与S。并上；解

法2则是倒退一格，根据．s，与S。一。的关系进
行讨论．

下面用倒退的思路解2010年全国高中

数学联赛加试第四题．

例3一种密码锁的密码设置是在正，l

边形A，A2⋯A。的每个顶点处赋值0和l两

个数中的一个，同时，在每个顶点处染红、蓝

两种颜色之一，使得任意相邻的两个顶点的

数字或颜色中至少有一个相同．问：该种密码
锁共有多少种不同的密码设置?【21

解 若x与y有两元素相同，记为

X=y；若X与y有一元素相同，记为X≠y；

若x与y两元素均不同，记为x#E

记S。为所求结果，令a。6。、C。分别表示

A。=A。、A。≠A。、A。粕4。时密码设置的方法数．
则S。=a。+b。． ①
易知，(a。，b，，C。)=(4，0，0)，

(a2，b2，C2)=(4，8，4)，

(口3，b3，C3)=(12，16，8)．

当ni>4时，分三种情况讨论．

(1)A。=A，，将A。与A。等效为一点，则

a。=a川+b¨． ②
(2)A。≠A1，考虑A川．
(i)a川=A，，则A。到A川有a川种方

法，A。有2种，故有2口川种方法．
(ii)a。一l≠Al，贝0 A。一l=A。，将A。一l与A。

等效为一点，有b。一。种方法．
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(iii)A川苷A。，考虑A。-2．
若A。一2=Al书A川，矛盾．
若A。一：≠A．，则A。到A。一：有b。一：种方

法，A川、A。分别有1、2种方法，故有26。一：种
方法；

若A。一2井Al，则A。一2=A。一l，将A。一2、

A¨等效为一点，有2C。一：种方法．

综上，b。=2a¨+6n_1+2b州+2c。_2．③
(3)A。苷A。，类似(2)有

c。=b。一I+C。一I． ④

综合式①～④解得

S。=34+(一1)“+2．

例4设n为正整数，八，1)表示满足以

下条件的n位数(称为波形数)口。a2-·-a。的

个数．

(i)每一位数码a；∈{1，2，3，4}，且

口i≠口川(江l，2，⋯)；

(ii)当，l≥3时，ai—ai+l与口i+l一口i+2

(i=l，2，⋯)的符号相反．

(1)求以10)的值；
(2)确定以2 008)被13除得的余数．[3】

解当n≥2时，记口。>口¨的波形数个
数为g(肛)．则由对称性有

1

g(，I)=杈n)．
●

故口¨=l，o。=2，3，4；

a。一l=2，口。=3，4；

口。一I=3，口。=4．

用m(i)表示末位为i的a。一2>口川的
n—l位波形数个数．则

m(1)+m(2)+m(3)+，n(4)=g(n一1)，

m(4)=0．

当D。一l=1时，‰一2=2，3，4．则

m(1)=g(n-2)．

当口。一l=3时，o。一2=4，口。一3=l，2，3．贝0

m(3)=g(n一3)．

故g(／l,)=3m(1)+2m(2)+m(3)

=29(n—1)+g(n-2)-g(n一3)．

易知，g(2)=6，g(3)=14，g(4)=31，

⋯⋯g(10)=4 004．

故以10)=29(10)=8 008．

又注意到g(，1)被13除的余数列为：

6，l，5，5，l，2，0，l，0，1，1，3，6，1，5，5，⋯

最小正周期为12．

故g(2 008)rag(4)----5(mod 13)．

因此，以2 008)兰to(mod 13)。
参考文献：

[1] 叶军．数学奥林匹克教程[M】．长沙：湖南师范大
学出版社．1998．7．

[2]2010年全国高中数学联赛[J]．中等数学，2010(12)．

[3]第五届中国东南地区数学奥林匹克[J]．中等数学，

2009(5)．

L浙江读者陈昆明指出，椰j 2009年第8期第34页选择题第2题中“掣帮”应为
“鲫xbb。J”，答案为D．
n个 n个

2．浙江读者应立君指出，本刊2009年第11期第38页第二试第一题中“口6+6c+ca=0”应

为“口6+6c+ca=1”；第二题“切于E、F、D”应为“切于D、E、r，“AABC是直角三角形”应为

“么AcB：900；第37页选择题第5题中“tan导：—毛”应为“tan了B：圭”，答案为B．Z D+C 二 n+C

3．湖北读者赵寿华指出，本刊20lo年第4期第24页第5题中“B(÷，y2)”应为“B(一百1，y2)”；第26页
结尾加“与题意不符，舍去．综上，此题无解”．

4．江苏读者张慧丰指出，本刊2010年第lO期第18页“Mircea Lasea不等式的推广”一文中推广应加条件
“n≤．：I”．

5．天津读者韩松奇指出，本刊2010年第4期第33页第9题中椭圆C应为“q4-+—}=1”；第5期第40页

第8题中“+sin苴·sin，，”应为“-sin聋·sin Y”．
6．江西读者许杰奇指出，本刊2010年第5期数学奥林匹克问题高272的证明中第三个等号后应为

。=(吉+古)+(寺+参)+(等+荸)+⋯”
感谢以上热心读者的指正．

本刊编辑韶
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2010青少年数学国际城市邀请赛

中图分类号：C,424，79 文献标识码：A 文章编号：1005—6416(2011)ol-0020—07

个人赛
且满足p3+93+l 2p2q2·则p+g的最大值为

一、填空题(每小题5分，共60分)

1．已知实数P、q、r满足

p+g+r：26，』一+』一+』一：31．‘

‘P q r

则卫+旦+二+卫+二+旦： ．

g r P r q P

2．在某次慈善募款餐会上，每人吃了半

盘米饭、三分之一盘蔬菜和四分之一盘肉．此

餐会总共提供了65盘食物．则这次募款餐会

共有 人参加．

3．满足xyz=32 010与菇≤，，≤z<戈+)，的三

元正整数组(石，Y，名)共有——个．
4．如图1，已知E

是长方形月曰cD的边

BC上一点，沿着AE折

叠，顶点B刚好与边

CD上的点，重合．若

AD=16，BE=10，则AE

图l

一—————?

5．满足恰好有14个因子(包括I和它本

身)，且它的一个质因子的个位是3的最小

四位数为一6．设八菇)表示关于茗的一个四次多项

式．若

火1)剞2)坝3)=0，f(4)=6，f(5)=72，
则八2 010)之值的末位数字是一7．如图2，一个圆D

和两个半圆两两相切，

它们的半径都为1．则

正方形ABCD的面积为

————． A

8．设p、g为质数， 图2

9．已知It个正整数(不一定全相异)，它

们的和为100，其中任何七个数的和小于15．

则n的最小值为——-．
10．已知点P在△ABC内，满足么ABP

=200，么PBC=100，么ACP=200和么PCB

=300．则么CAP= ．

11．一农民养了100头猪和100只鸡．他

有四个相邻的正方形院子，形成了2×2的方

格．该农民想按以下要求把牲畜分配到各个

院子里面去：第一行有120个头，第二行有

300只脚；第一列有100个头，第二列有320

只脚．则一共有——种不同的分配方式．
12．有五只笼子排成一排，从左到右的标

签如表1所示．
表1

l红色l银色I棕色I白色l灰色I
l 狼 I狮子l狐狸l 牛 马 I

每只笼子里面各恰有一只动物，满足以

下条件：

(1)这五只动物的确是一匹狼，一只狮

子，一只狐狸，一头牛和一匹马，并且它们的

颜色的确是红色、银色、棕色、白色和灰色；

(2)没有任何一张标签标示的颜色或动

物与笼子内的动物符合；

(3)每只动物都不在与标签上所标示的

颜色或种类相符的笼子内，也不在与其相邻

的笼子内．

如果马不在中间的那只笼子里，则马的

颜色是一二、计算题(每小题20分，共60分)
1．线段AB把一个正方形分割成两个多

边形(点A和B在正方形的边上)，每个多边

形都有内切圆，其中，一个内切圆的半径为
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6，而另外一个内切圆的半径大于6．问：正方

形的边长与两倍的线段AB的长度之差为多

少?

2．在一个糖果店里卖的糖果有三种包

装，分别是小包有6颗、中包有9颗和大包有

20颗．如果只按整包购买糖果，则不能购买

到的糖果数最多是多少颗?

3．有一数列al，口2，⋯，口20lo．对于1≤扎
≤2 010(n为正整数)，令

S。=口l+a2+⋯+an．

若a。=2 010且对所有的，l，都有S。=

nZa。，则a20lo是多少?

队际赛

1．(40分)求关于埘、茗、y、z的方程组的

实数解：

r钾+8髫+3y+5z=20， ①

14彬+7髫+2y+3z=一20，(蓼

16埘+3戈+8y+7z=20， ⑧

【7埘+2髫+7，，+3名=一20．(蓟
2．(40分)在凸四边形ABCD中，AB是

最短的边，cD是最长的边．求证：

么A>么C．且么B>么D．

3．(40分)设整数m、11,满足m≥n与

一+ll,3+l=4ran．求m—n的最大值．

4．(40分)平面上的64个点组成一个

8×8点阵．同一行或同一列上相邻的两个点

的距离都是l。问：以这“个点中的四个点

为顶点且面积为12的长方形有多少个?

5．(40分)求出最大的正整数凡，使得存

声唯一的正整数忌满足苦<≠纛<西7．
6．(40分)在一个9 x9的方表格的每个

小方格内填写一个数，每一行和每一列最多

只能有四个不同的数．则这个方表格中总共

最多可以有多少个不同的数?

7．(40分)在凸四边形ABCD中，么ABD

=16。，么DBC=48。，么BCA=580么ACD=

300．求么ADB的度数．

8．(40分)求所有有序三元组(茗，，，，z)，

满足x,y、z∈Q+，且茗+三、Y+土、彳+土都

是整数．

9．(40分)把数1—15不重复地填人图3

所示的圆中，每个圆内恰好填一个数，使得：

(1)对于每个圆，将该圆中的数加上所

有与它相切的圆中的数所得的和写出，如图

4所示：

熊最雾

K

0 0

R、R R

E E． E E

A A。、’A、 A A

I I I 、二I l I

M M M二M M M M
C C C 。、C C C C C

图5

由最上端的K开始，从上往下逐行移

动，试图拼出“KOREAIMC”的字样，每次移

动只能移至该字母正下方的字母或与正下方

的字母相邻的字母上．图5用黑体表示的就

是其中一种路径．如果删除图5中的某个字

母，使得所有剩下的不同路径只有516种，请

指出被删除的字母的位置．

参考答案
个人赛

一、1．803．

把题设的两个等式相乘得

卫+卫+卫+卫+卫+卫+三+二+三
P q r P q r P q r

=26×31=806．

故卫+旦+三+卫+上+旦=803．
g r P r q P
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2．60．

每个人吃了÷+了1+了1=笔盘食物，且
65÷并=60．

故此慈善餐会共有60人参加．

3．336．

令茗=34，y--36，：=3‘．则
0≤口≤6≤c，口+6+c=2 010．

若c≥6+l，则

膏+'，=34+36<36+1≤3。=：．

与名<菇+，，矛盾．故c=b．

于是，口+2b=2 010．

所以，670一<b≤1 005．

因此，这样的三元正整数组的个数，即6

的个数有l 005—670 4-1=336．

4．10焉．

由题设得

EF=BE=10．EC=AD—BE=6．

由勾股定理得cF=~／E严一Ec2=8．
显然，Rt△AFD∽Rt△FEC．

则D面F=器=÷．所灿蹦2．
此时，AB=CD=CF+DF=20．

再次由勾股定理得

月E：栩萨面F：lo后．
‘5．1 458．

设这个四位数为m

因为14=14×l=7 x2，所以，

n=p13或P6q(P、9为不同的质数)．

若，l=P13，由题设知p的个位数字是3，

于是，p>13．

从而，忍≥3”=l 594 323，矛盾．

所以，n=p6q．

若p≥5，则n的位数将超过4位，矛盾．

若P=3，则p6=729，且当q=2时，n=

p6q=l 458，满足条件．

若P=2，则p6=64，此时，g必须选自3，
13，23，43，⋯这些个位数为3的质数．

用64乘以这些数得到的最小四位数是

p6q=64×23=l 472>l 458．

所以，满足条件的最小四位数是l 458．

6．2．

因为八1)=八2)=八3)=0，所以，四次

多项式可设为

以膏)=(菇一1)(茗一2)(茗一3)(珏髫+6)．

由八4)=6，厂(5)=72，得

J6(4a+6)=6，号I口=2，
【24(5a+6)=72 【6=一7．

则以2 010)

=(2010—1)(2010-2)(2010-3)(2010x2-7)

=2 009×2 008 x2 007×4 013．

故人2 010)的末位数字是2．

1．3+矗+再+S．
如图6，设P、Q、R

分别为圆和两个半圆的

圆心．这个图形关于正

方形的对角线AC对

称，且AP=√2．

易得Ps=拈，
SC=SR=1．

图6

AC=l+在+怕．

故s正方聊肋：如c2：专(1+厄+万)2
=3+妊+尽’嚣．
8．5．

不妨设q≤p．注意到

p3+93+1。p292

昔93+1 2p292一P3

等(g+1)(92一q+1)=p2(口2-p)．

因此，p2I(q+1)(q2-q+1)．

因为g≤p，所以，0<q2一g+1<p2．
由此可得Pl(q+1)．

又因为g≤p，所以，q+1=p．

由p、g均为质数知，只能是P=3和q=2．

从而，p+q的最大值为5．
9．50．

设这n个数为a。，如，⋯，a。。则

口l+口2+⋯+口49≤14 x7=98．

故，l≥50，且取这50个数均为2时，满

足条件．

10．20．
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如图7，以BC

为边在点A的同侧

作正△qec．

注意到删是

正△QBC的角平分

线，所以，么AQC= B

么ACQ=10。．

又CP也是正

图7

C

△QBC的角平分线，故

么PQC=么PBC=10。．

因为点A、P在qc的同一侧，所以，点A

在线段加上．
于是，么CAP=么AQC+么ACQ=200．
11．341．

如图8，分别给四个院子标

上字母Ai(i=l，2，3，4)．设Ai

院中有猪墨头、鸡Yi只．

由题设得

团

=300，

=320．

图8

解得(算l，％，萍3，托)=(戈，30一算，40一省，30+茗)，

(y1，Y2，Y3，Y4)=(y，90-y，60一Y,Y一50)，

其中，茗有0—30这31种取值，Y有50—60

这11种取值．

所以，共有11×31=341种方式把牲畜

按要求分配到各个院子里．

12．白色．

考虑中间三只笼子的标签．由(3)知狮

子、狐狸、牛都不在中间的笼子里面．又马也

不在中间的笼子里面，故只能是狼在里面．

因为第一个标签是“红色·狼”，所以，狼

不是红色．又由(3)知它也不是银、棕、白三

色．从而，狼是灰色．

牛和马都不能在第4或第5只笼子里，

于是，这两只笼子里面是狮子和狐狸．

注意到狐狸不能与第3只笼子相邻，所

以，它在第5只笼子，狮子在第4只笼子．

因为第二个标签是“银色·狮子”，所以，

狮子不是银色．又由(3)知它也不是棕、白、
灰三色．从而，狮子是红色．

因为第三个标签是“棕色·狐狸”，所以，

狐狸不是棕色．又由(3)知它也不是灰、白二

色．因为已知狮子是红色，所以，狐狸是银色．

因为第四个标签是“白色·牛”，所以，牛

不是白色，只能是棕色，并且在第一只笼子里

面．于是，第二只笼子只能是马，且马是白色．

二、1．如果线段仙把正方形分割成两
个三角形，则AB只能是正方形的对角线．但

此时两个内切圆的半径相等，与条件矛盾．

如果其中一个多边形是四边形，则AB

与它的对边的长度之和大于另外两条边的长

度之和，这与该四边形有内切圆矛盾．

故只可能是AB把正方形分割成一个三

角形和一个五边形。且五边形的内切圆也是

原来正方形的内切圆(如图9)．

图9 图10

如图10，设△ABC的内切圆分别与BC、

CA、AB切于点D、E、F，正方形的内切圆也即

△ABC的旁切圃分别与CA、BC、AB切于点

P、Q、R．则原来的正方形的边长为CP+CQ．

故CP 4-CQ一2AB

=(AP+AE+6)+(BQ+BD+6)一

(AF+BF+AR+曰尺)

=12+(AP—AR)+(BQ一8n)+

(AE-AF)+(BD—BF)

=12．

2．把非负整数写成如下六行的数表：
O 6 12 18 24 30 36 42 48

1 7 13 19 25 3l 37 43鹌

2 8 14加26 32 38 44 50

3 9 15 21 27 33 39 45 51

4 10 16 22 28 34柏46 52

5 1l 17 23 29 35 4l 47 53

m

m阮氓№饥

=

=

=

扎=

扎以儿儿“儿烈

+

+

+

+

+

+巧乃屯，黾，

十

十

十

咖

十

鼽

勉弛扎+

几+

扣

+

+．％+．％

算

y茗4

菇4
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每行的数从左往右逐个增加6．

若一行中的某个数能够得到(即能购买

到这个颗数的糖果)，则这一行中排在这

个数后面的数都Ij丁以得到．于是，只要是找

出每行中第一个可以得到的数(可以表示成

9矗+201(||}、Z∈N)的形式)，已在数表中用黑

体标出．

显然，这六个数中最大的数是49．

于是，与它同一行并恰好在它前面的43

是最大的不能得到的数．

3．由已知得

a。=S。-S。。l=，12口。一(n一1)2a。一l，

即(，12一1)a。=(i1,一1)2a。一1．

此时，”崭味·=⋯=南-．
。． 2×2 010 2
蚁a2 010 2行丽i行而2行丽。

队际赛

1．①+④得8(加+名)+lO(x+y)=0．

②+③得lO(w+彳)+lO(x+，，)=O．

从而，幻+z=0和并+Y=0．

再将Y=一髫和名=一埘，代入式①、②得
5x-4w=20．埘+5x=一20．

消去戈得一5w=40，即埘=一8．

由此可得戈：一i12，，，：警，z：8．
2．如图11，联结AC、

BD．在A ABC、△ACD

中，BC>BA，CD>AD，

从而，

么BAC>么BCA．

么删C>么DCA．

图ll

故么A=么BAC+么DAC

>么BCA+么DCA圭么C

同样，考虑△BAD和△BCD，可证

么B>么D．

3．令s=m+n,p=撇．则
m3+n3=(m+，1)3—3m2n一3ran2

=s3—3ps．

由s3—3芦+i‘4p，得P=募．

C

因m、n是整数，所以，27p也是整数，且
． 气7

27p 29s2—12s+16—3—s!L+4·
故3s+4必须整除37．

从而，35+4=±1或+37．

若3s+4=一1或一37，则s不是整数；

若3s+4=37，则s=ll和P=36，但整数

m、疗不存在；

若3s+4=1，贝0 s=一l和P=O．

于是，m=0，rg=一1．

故m—n的最大值为1．

4．联结同一行和同一列的点可构成一个

网格．

首先，考虑边平行于网格线的长方形．对

于形状为2×6的长方形，它的方向有两种选

择(水平和竖直)，其中一组对边有8—6=2

种选择，另外一组对边有8—2=6种选择．所

以，这样的长方形一共有2×2×6=24个．

同理，形状为3×4的长方形，一共有

2×4×5=40个．

其次，考虑边平行于网格的对角线的长

方形，其形状分别为扭x6在和2压×3,5．

这两种长方形

也分别有两种方向

可选择．先考虑长

方形的最长边从左

下方伸到右上方的

这个方向．第一种

形状的长方形只有

1个(如图12)；第 图12

二种形状的长方形有9个，其中一个已在图

12中标出．这9个长方形的左上角的顶点已

在图12中用黑点标出．所以，这两种形状的

长方形一共有2×(1+9)=20个．

因为12=22×3，而3不能表示为两个完

全平方数的和，所以，再也没有其他形状的长

方形．

因此，符合要求的长方形一共有

24+40+20=84(个)．

5．题设不等式可写成

t+÷>·+告>·+等，
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或币>i>币。
若几=112，则k的唯一值是97．

但沿。 厨fJ堕、旦丝、皇堕>112假设儿 ，则悉>羔>悉·
在96n和98n之间至少有两个数是112

的倍数，此时，k的值不是唯一的．

所以，／7,的最大值为112．

6．假设这个方表格中有29个不同的数
根据抽屉原理，必有某行有四个不同的数，不

妨设是第一行．剩下的25个数在2—9行．同

样根据抽屉原理，必有某行有四个，不妨设是

第二行．

接下来观察方表格每一列的数，每列的

最上面已经有两个不同的数，于是，第二行下

面的每一列最多有两个不同的数．这样，不同

的数最多有8+9×2=26个，矛盾．因此，不

同数的个数小于29．

图13构造了一个9×9的方表格含有

28个不同的数，且每行、每列恰好有四个不

同的数．另外一种填法如图14．

1 2 3 0 0 O 0 0 O

4 5 6 O 0 O 0 O O

7 8 9 0 0 0 0 O O

O O O 10 11 12 0 O 0

O O 0 13 14 15 O 0 0

0 O O 16 17 18 0 0 0

0 O 0 O O 0 19 20 21

O O O 0 O O 22 23 24

0 0 0 0 0 O 25 26 27

图13

l 10 19 28 28 28 28 28 28

28 2 ll 20 28 28 28 28 28

28 28 3 12 21 28 28 28 28

28 28 28 4 13 22 28 28 28

28 28 28 28 5 14 23 28 28

28 28 28 28 28 6 15 24 28

28 28 28 28 28 28 7 16 25

26 28 28 28 28 28 28 8 17

18 27 28 28 28 28 28 28 9

图14

7．易知，么BDC=44。，／BAC=580．

所以，BA=Bc．

如图15，令E为边

CD上的一点，使得

么髓C=40．
则BE=BC=BA． B

又么ABE=60。，因

此，△ABE是等边三

角形．

图15

因为么DBE=440，所以，ED=EB=EA．

注意到么DEA=32。，于是，

么EAD=么EDA=740．

由此可得么ADB=30。．

8．注意到

(菇+专)(y+÷)(z+÷)
l l l l

=xyz+一+茗+——+y+——+Z+——．
’xyz ’，

。

7,- 菇

故h=xyz+土是整数．
xyz

则彬：—h+—,／了-矛一-4．
由差为4的两个完全平方数只能是O和

4，知h=2，xyz=1．

若x,y、名中的两个为l，则第三个必须也

是1．故(z，Y，z)=(1，l，1)．

若x,y、z中只有一个为l，不妨设z=1．

则Y+1和1+土都是整数．从而。

Y=m，笫=土(m、n∈N+)．

又省+上：上+上∈N．号m：n：2．
Y 乃 m

故(x,y，：)=(÷，2，1)及其轮换．
若x,y,z都不等于1，不妨设善>l和z<1．

令z=号(p、g∈N+，(p’g)=1)，
：+上=k∈N．．

则菇=FL．

万方数据
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看忌I>2，则幻一P≥29—P>q，这与茗>1

矛盾·所以，||}=l，茗。≠与·口一p
从而，y2去2q g-p×qp 2qp-p·
由)，+÷=宇∈N+jpl29却Q
又由茗+．}=1+三q-Lp∈N+j(q—p)12t,．，，

”

当P=1时，q-p=2，从而，q=3；

当P=2时，q-p=1，从而，q=3．

故(髫，，，，z)=(詈，2，÷)，(3，丁1，詈)及

9．如图16，用字母

表示每个圆中的数．

由口+b+C=24，

b+C=21，得口=3．

由口+b+c=24，

． 口+6+c+d+e=43， 图16

口+6+c+e+f=40．

d+e+f=25。得

e=10，d=9，厂=6．

由d+g+h+后+Z=36，

f+i+j+n+0=45，

g+h+i+．『=35，

后+Z+m+，l+0=36。

得m=5．

由6+c+d+e+，+h+i=60，得

h+i=14．

因为d+e+g+h+i+Z+m=62，所以，

g+Z=24．

由k+g+Z=25，得J|}=1．

同样，由e+，+h+i+_『+，n+，l=58，得

．『+n=23．所以，0=4．

由d+g+h+k+Z=36，得h=2．所以，

i=12．

由h+i+Z+m+n=45，得Z+n,--26．

注意到已经有i=12，因此，

{Z，n}={11，15}．

若Z=15，则g=9=d，矛盾．

因此，Z=1l，n=15，g=13，，=8．

最后，由C+e+／+i+J=50，得c=14．
所以．b=7．

10．先列出如图17的数表，每格对应一

个字母，方格

内的数表示

从字母“K”

开始按要求

读到该字母

的不同路径

的个数，其

l

1

2

4

9

2l
51

12’

1

2

5

12

30

76

19《

盘
而庙工口
而坛升丁九

图17

中，最上面的那个方格填1，从第二行开始，

每个方格中的数等于上一行中与其有公共顶

点的方格中的数之和．

再列

出如图18

的数表，每

格同样对

应一个字

母，其中的

数表示从

该字母开

26j

96

35

13

5

2

l

图18

始读到最后一行一共有几种不同的路径，填

写这些数的方法与图17的数表类似．

于是，对每个字母来说，图17的数表给

出了从字母“K”到该字母的m种路径，而图

18的数表给出了从该字母到最后一行的n

种路径．

若取消该字母，则路径就将减少mn种．

若不删除字母，则总的不同路径为750

种．

因为现在只剩下516种，所以，共减少了

750—516：234=2×32×13

种路径．

易发现，只有图18的数表的第五行中的

13和26是13的倍数．

此时，13 X9=117，26×9=234．

因此，被删除的字母是图5中第五行的

第三个字母“A”．

(熊斌提供)

一舳一卯一9—3一。薰
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第一天

1．设m、k为给定的非负整数，P=22+1

为质数．求证：

(1)22“1一暑l(modP“1)；

(2)满足同余方程2“兰1(mod P川)的

最小正整数，l为2”1p‘． (靳平供题)

2．如图l，已知AB是00的直径，C、D

是圆周上异于点

A、B且在AB同侧

的两点，分别过点

C、D作圆的切线，

它们交于点E，线

段AD与BC的交

点为F，直线EF

与AB交于点膨．

求证：E、c、肘、D

／

≥．各
图l

四点共圆． (刘诗雄供题)

3．求所有的正整数n，使得集合{1，2，

⋯，rt}有n个两两不同的三元子集A。，A：，

⋯，A。，满足对任意的k(1≤i<．『≤，1)，都有

IA‘nAiI≠1． (冯志刚 供题)

4．设非负实数al，口2，⋯，a。与bl，b2，

⋯，b。满足以下条件：

(1)∑(哦+6i)=1；
‘=l

(2)∑i(口；一bi)=o；
l=l

(3)∑i2(口i+6；)=10．

求证：对任意的J}(1≤蠡≤H)，都有

max{吼，以}≤而％．(李胜宏供题)
第二天

5．设k为大于1的整数，数列{a。}定义

如下：

ao=0，al=1，

a川=ka。+a。一l(rt=l，2，⋯)．

求所有满足如下条件的k：存在非负整

数f、m(1#m)，及正整数p、口，使得

al+玩，=口。+玩口． (熊斌供题)

6．如图2，在△ABC中，么ACB=900，以

B为圆心、曰C为

半径作圆，点D

在边AC上，直

线DE切。召于

点E，过点C垂

直于AB的直线
图2

与直线BE交于点F，AF与DE交于点G，作

AH／／BG与DE交于点且求证：GE=GH．

(边红平供题)

7．有n(n≥3)名选手参加乒乓球比赛，

每两名选手之间恰比赛一场且没有平局．若

选手A的手下败将不都是曰的手下败将，则

称A不亚于曰．试求所有可能的rt，使得存在

一种比赛结果，其中每一名选手都不亚于其

他任何一名选手． (李秋生供题)

8．求所有的整数k，使得存在正整数口

和b，满足

—b+—l+气咀：k． (陈永高供题)——+_2． (际术鬲供翘)
口 D
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参考答案
第一天

1．(1)用数学归纳法证明：对任意非负

整数_|}，有

22”IPI=矿“tI+l(pl,t^)． ①

当七=0时，由22‘=p一1，得

22‘”=(p一1)2=p(p一2)+l，

取b=p一2即可．

假设已有22。“一=p‘+1tI+1(p、卜tI)，贝4

22m+妒“=(矿^I+1)，=∑c：(p“1气)‘

=l+p·矿山。+∑c：(矿+It。)。．

所以，22m 4．I／’I”=p‘+2￡I+1+l(p’“+1)．

综上，对任意非负整数七，有

22_+1一=pI¨tI+l(p、卜气)．

(2)设2“”p‘=n／+r(O≤r<n)．贝q

1孽22”铲富2d”i27(24)。

-27(modP“1)．

由O≤r<n，及n的最小性，知r=0，即

hi2“+1P‘．

设11,=2‘矿若t≤m，则

22咿=(22铲)2一‘三l(mod p)．

而同时又有

22咿=(224)一兰(一1)矿暑一1(modp)，

矛盾．

所以，t=m+1．

由(1)结论知

i0J+lt。+1=2kl(mod矿“)(p’t．)．
所以，s≥j}．

从而，，l=2”1P‘．

2．联结EO、CO、DO、CA．

由么COE=么CAF，知

Rt△COE∽Rt／X CAE

所以，等=筹．
又么ECF=90。一么BCO=么OCA，则

△ECF∽△OCA．

故么CAO=么CFE=／BFM．

于是，么删8=么ACB=900．
因此，0、肘、D、E、C五点共圆．

3．(1)当tl,=4k(||}∈N+)时，构造A，，

A2，⋯，A4I如下：

对任意1≤i≤后，0句≤3，

A粕一f={4i-3，4i-2，4i—l，4i}＼{4i一_『}．

(2)当11,≠4Jj}(．|}∈N+)时，假设集合

{l，2，⋯，n}有n个两两不同的三元子集A，，

A：，⋯，A。，满足题目条件．

对于A。={o，b，c}，考虑所有与A。交集

非空的子集，不妨设为A：，A，，⋯，A。，并记

U=Al UA2U⋯UA。．

若I UI=3，则m=l<l UI；

若I UI=4，则m≤q=4=l UI；

若I UI>t5，下面证明：必有m<I uI．

假设m≥IUI．则对任意2≤i、．『≤m，有

IAl nAlI=2，IAl nAjI=2．

结合IAl I_3，知AjnA，≠g．

又由题意知∽nAiI≠1．

所以，lA；nAiI=2．

这表明，A。，A：，⋯，A。中任何两个集合

都恰有两个公共元嘉

考虑Al ClA2，A1 CIA3，AI ClA4，Al nA5．

由抽屉原理，其中必有两个交集相等，不

妨设

A2={口，6，d}，A3={口，b，e}．

则对任意4≤i≤m，有口、b∈A；(否则，

Ai包含a,b中的一个与c,d、e，与已知条件矛

盾)．

所以，I UI=171,+2>171,．

根据上述分析，可将A。，A：，⋯，A。分成

若干组，同一组中的集合两两交集非空，不同

组中的集合两两交集为空集．在每一组中，集

合的数量不大于占用元素的数量．而由于集

合的总数等于{l，2，⋯，n}中的元素个数，所

以，每一组都恰有4个集合，但这与17,不是4

的倍数矛盾．

综上，所求的正整数，l为所有4的倍数．

万方数据
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(蚓2≤(骞i施i)2=(酗i)2、 =l ， 、 =1 ，

≤(i宝=1粕。)(郭)≤(10‰洲h。)
=10一(10+七2)口I+座2口：．

从嘶。≤忐．
同酗。≤鼎．
所以，m瓢h巩}≤而10鬲．

第二天

5．当七=2时，do=O，Bl=l，口2=2，则由

口o+2a2=D2+2al=4，知取Z=0，，，l=2，P 5

2，q=1即可．

对J|}≥3，由递推式知，{口。}为严格递增

的自然数数列且后l(a川一％一。)．

贝U口h三口o=0(mod后)，

口2。+l一---Gl=l(mod l|I)(n=0，1，⋯)．(D

若存在f、m∈N，队鼋∈N+，z≠，，l，满足

哪+玩P=口。+玩q，不妨设Z<m．

下面分情况讨论：

(1)p<l<m．此时，

aI+玩。≤口{+玩卜l<玩l+口1．1

=口“．1≤口m<口m+兢g，

矛盾．

(2)f=p<m．此时，若f=p=m一1，则

口m+玩g=口l+玩P=(k+1)o帆一l

=争口m兰口m—l(mod五)．

由式①知，这是不可能的．

若Z：p<m—l，贝0

口l+玩P<口m一2+玩m—l=口m<口m+胁q，

矛盾．

(3)Z<p<m．此时，注意到g∈N+，因

而，口。>O，由

口l+kap幽p+％一l=％+I
≤8m<口m+玩。，

矛盾．

(4)Z<m≤p．此时，％>牛氇．
由玩g+口。=玩P+口l≥玩p，

知驴旷警≥％土k=牛，．
①

②

注意到％≥虹．．．于是， ③

％>％≥生}口，≥(后一1)ap一。≥％一。．④
由式④知％=％廿
所以，式①、②、③的等号都必须成立．

由式②、③分别得
m 2p，p=2．

所以，口。=ap—l=口l=1．

又由式①知z=0．

因此，由口l+眈P=o。+地口，得||}2=k+JI，

即JI=2。矛盾．

所以，后≥3不满足题设．

故．|}只能取2．

6．证法1如图3，设AB分别与DE、CF

交于点X、jlf．联

结FK、肛、ME．
在／X ABC

中，由射影定

理得

BM·8A

=BC2=朋2．
图3

所以．△BEM∽／x BAE．

故么BEM=么BAE．

又肘、F、E、K四点共圆，故

[BAE=[BEM=[FKM．

·’所以，rK#aE．

于是，葡BF=面BK．
由直线FGA截△EBK知

EG黝BF．
丽‘面’葡剐‘

BC#aH，则苁BK=面GK．

①

②

万方数据
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所以，箬=篇． ③

由式①、②、③得EG=HG．

证法2如图3，同证法1得

一BK一堡 m
AB—HG’

w

BE2=BM·BA． ②

又肘、，、E、K四点共圆，故

BE·BF=BM·BK ③

②÷③得器=嚣．
所以，t：r／／EA．

故筹：石FK：譬． ④职面2面。丽。 吲

由式①、④得GE=GH．

7．(1)当n=3时，可构造如图4所示的

比赛结果，易见，此时 。

符合要求． ．·

(2)当，I=4时， ／ ＼

假设存在一种比赛结 口·，——j·c
果，使得每一名选手

不亚于其他任何一名
图4

选手，则显然不可能有某名选手战胜了其他

所有选手(其他选手无法不亚于他)，也不可

能有某名选手输给了其他所有选手(他无法

不亚于其他选手)．

若每名选手都战胜了1或2人，不妨设

选手A战胜了曰和D，输给了C，则日、D都

战胜了C(否则就无法不亚于A)．于是，在选

手曰和D之间比赛的负者(只战胜了C)就

一定无法不亚于胜者(战胜了C和对方)．

所以，当厅=4时，不存在满足要求的比

赛结果．

(3)当n=6时，可构造比赛结果，如图5．

●

黟念么
弋念7
图5

／＼
图6

(4)若存在一种n名选手的比赛结果，

其中每一名选手不亚于其他任何一名选手，

记比赛结果可用图G来表示，则增加两名选

手肘和Jv，构造比赛结果如图6．

首先，肘不亚于Ⅳ，J7、r也不亚于胍

其次，对于C中的任意一名选手P，由于

P的手下败将有肘而没有Ⅳ，肘的手下败将

有Ⅳ而没有膨，所以，尸不亚于膨，朋也不亚

于P；由于P的手下败将有肘而没有P，Ⅳ的

手下败将有P而没有肘，因此，P不亚于Ⅳ，』、r

也不亚于P．

所以，这个比赛结果符合要求．

综上，满足题目要求的n的集合是

{n∈l'qIn≥3，n≠4}．

8．对于固定的k，在满足题设等式的

(口，b)中，取一组(口，6)使得b最小，则

髫2+(1一kb)x+b2+b=0

的一根为茗=口．

设另一根为茗=n’．则由n+口’=kb—l，

知口’∈Z，且∞’=b(b+1)．

因此。Ⅱ7>0．

又丛≠+￡掣：k，由b的假定知
口0

口≥6．口’≥6．

故a、fit’中必有一个为6，不妨设口=b．
一，

于是，k=2 4-÷．
o

所以，b=1，2．

从而，k=3，4．

(熊斌提供)
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一、选择题(每小题6分，共36分)

1．函数Y=2sinI 3x一号)的图像向左平

移妒(妒>0)个单位，所得到的图像对应的函

数为奇函数．则p的最小值是( )．

(A)詈 (B)詈 (c)詈 (D)詈
2．已知P(a，b)是第一象限内的矩形

ABCD(含边界)中

的一个动点，A、B、

C、D的坐标如图1
l

所示．则旦的最大值
a

与最小值依次是
( )．

图1

(A)q，p(B)-p-，q

(C)旦，卫 (o)．e-，卫

3．已知P是△ABC所在平面上一点，满

足赢+一PB+_PC=2 A_B．若s邰8c=6，则s蜊日
=( )．

(A)4 (8)3 (C)2 (D)1

4．若二次函数火菇)=似2+bx+c的对称

轴为石=l，且其图像过点(2，o)，则琴蠹学的
值是( )．

(A)一3 (B)一2 (C)2 (D)3

5．在△ABC中，中线AD与BE垂直交

于点G．则sin C的最大值是( )．

(A)子(B’了3(c)手(D’了4
6．已知函数八茗)的定义域为(一∞，0)

u(o，+∞)，且满足一÷)+知一名)=4茁．
则以2啊一寺)的值等于( )．

(A)31．5 (B)30．5

(C)一30．5 (D)一31．5

二、填空题(每小题8分，共64分)

1．已知函数f(菇)=膏2—1的定义域为

D，值域为{一l，0，l，3}．试确定这样的集合D

最多有多少个．

，七嘞l092丁+％,了3+嵫,丁4+％,了5+嘞,丁6+％,T7厶累——、磊再丽虿面硒一
的值．

3．如图2，在长方形

ABCD中，E为边AB上一

点，AB=14，CE=13，DE

=15，CF_L DE于点F，

联结AF、BF．求△ABF的

面积．

A E B

图2

4．在同一个直角坐标系中，已知直线

，，=kx与函数

，2戈+4， 茗<一3；

，，={一2， 一3≤菇≤3；

【2x一8．菇>3

的图像恰有三个不同的交点．试确定k的取

值范围．

5．已知P是△ABC内一点，且满足

2 PA+3朋+6 PC=0．
试确定△PAB、△PBC、△PCA的面积

之比．

6．在凸四边形ABCD中，么BAD+

么ADC=2400。E、F分别是边AD、BC的中

点，盱=∥．若以AB、CD为边分别画两个正
方形A。、A：，再画一个长度、宽度分别为AB、

CD的长方形A，．求所画的三个图形A。、A2、

A，的面积之和．

7．求sin4詈+cos4擎+sin'警+cos4塑8

万方数据
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的值．

8．在△ABC中，么ABC=100。，么ACB

=650，分别在边AB、AC上取点肘、Ⅳ，使得

么MCB=55。，么NBC=80。．试确定

么NMC的度数．

参考答案

一、1．C．

由题意知，题给函数的最小正根为詈，而
奇函数的必要条件是在原点的函数值为0，

于是，妒的最小值是詈．
2．B．

因为．后0P=ib，且J|}0c≤后DP≤后0^，所以，
旦的最大值为卫，最小值为旦．

3．C．

由南+商+庇：2压：2(南一一PA)，得
3 PA=PB—PC=CB．
---o·--o ，—--_——-_

故．s删丑=÷Is创朋=2．
4．A．

由题意知曲线过点(0，0)，故C啾0)=0．
于是，以戈)=似2+缸．

又图形的对称轴为菇=罢=1，即6：

地测错=糍一3．
5．R

如图3，在

△ABC中，设BC
=口，CA=b。AB=

c，GD=算，GE=Y． B

则

GA=2x。

GB=2y．

D

图3

C

在Rt△AGB、Rt△AGE和Rt△BGD
中，分别应用勾股定理得

4x2+4y2----C2缸2+广=百b2，戈2+句2=￡4．
由余弦定理得

COS C=
口2+62一C2．a2+b2一C2 4—矿≥■i孑～2了‘

又么C是锐角，则

3

。。5‘

6．D．

把菇=一2，茗=÷分别代人题设等式得

羹荔凳-8,醐if(2)=9,鲁．一2)+砜一÷)=2 附讣一寺‘

故八2以一虿1)=一31．5．
二、1．27．

因为八0)=一1，人±1)=0，

以±以)=1，以±2)=3，

所以，0∈D；{一1，1}，{一在，厄}，{一2，2}
各组中都至少一个属于D．

于是，这样的D共有3×3×3=27个．

腓墨蕊2 3砸4 5 6 7)
lg 3 lg 4 lg 5 lg 6 lg 7 lg 8

1092 i 10922～一2 。

2忑r21r2工一乱
tg 8 319 2 3

设朋=茗．贝ⅡAE=14一髫．
在Rt△ADE和Rt△BCE中分别应用

勾股定理得 一

DE2一AE2=AD2=BC2=CE2一BE2．

即152一(14一算)2=132一菇2．

解得龙=5．

则AD=BC=132一z2=12．

骶以，s蛳nE={AB·Bc=84．

又Rt△CDF∽Rt△DEA，则

s雠DF C萨

．s伽一DE2‘
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因此，s一=》一=47m
由s△。卯+s出肼=吉§矩黝。cD=84，则
．s脚胛=84一SAcor--36．96．

4．(纠．
在坐标系中画出函数草图，即图4中的

粗黑折线．

直线fl：

Y=2x与该折

线只有一个公

共点；

直线Z2：
，'

，，=÷菇与该折，，2≯勺玖折
线只有两个公

共点．

r

／ J
， ／ 莎
／ b， 刁
， 多 ，

／ ／ ／
∥ ，

3 彳 O l ／
， ，

口 } 2
／ 7， ，

／／ ／ |
， ，

／ |

图4

对于过原点的直线，当由Z：逆时针旋转

到z，时，即当且仅当斜率k满足÷<k<2时，

直线Z，：，，=k与该折线恰有三个交点．

5．6：2：3．

如图5，取点A，、8I、c，，使

PAl=2蹦，PBl=3 PB，PCI=6 PC．

贝0PAl+PBl+PCI=0．

于是，P为△A。曰。C。的重心．

故S蜊l凡=S卿lcl=5幽l^l，
S△j,A8：S△PBc：S△Pc^

=点：点6：6南2=6：2：3．一2×3+3×。 x
—u’二’J‘

图5

C。 B

P

F

图6

6．28．

如图6，延长8A与CD交于点P．

由么BAD+么ADC=240。，得

么BPC=60。．

联结BD，取BD的中点G，联结EG、粥．
则由三角形中位线定理知

朋丝扣口，FG／／吉CD，EGF=120。．
在△EGF中，由余弦定理得

1：EF2=EG2+FG2+EG．FG

=(竽)2+(竽)2+(竽)(竽)，
即A曰2+CD2+AB×CD=28．

所以，三个图形Al、A2和A，的面积之和

为28．

7吾．

sin4詈+c。s4警+sin4等+c。，孚

=sin4詈+sin4詈+co$4詈+cos4詈-81n虿+s虿 i+c08 i

=÷【(，一c。s詈)2：(·+c∞詈)2】
=，⋯2手=寻．
8．250．

易知么BAC=15。．

如图7．作△MCB的外接圆与BN的延

长线交于点肘卜则在
，‘一、

这个圆中弧CM，与
／‘、

CM所对的圆周角互

补．所以，CMl=CM． ，

又么M。CM ／

=么朋，BM I

=1000一80。=200，、、、

么ACM

=650一55。=100．

则么MlCⅣ=100．

图7

又CⅣ=CN，则△M。CN丝△MCN．

故么NMC=么NMl C=么CMB

=么BAC+么ACM=150+10。=25。．

(李延林提供)
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2010年全国高中数学联赛天津赛区预赛

中圈分类号：C_,424．79 文献标识码：A 文章编号：1005-6416(2011)01-0034—03

一、填空题(每小题7分，共56分)

1．设实数口、b、c满足

口2—6c一2a+10=0．

b2+bc+c2—12口一15=0．

则a的取值范围是 ．

2．满足a2+ab+b2=2 010的正整数解

(tt,6)构成的集合为——．
3．已知髫I，髫2，⋯，X2 010均为正实数．则

筑+垒+兰+⋯+—生+—L
毛 zl％ 并l娩“"X2册X1x2一’x2啪

的最小值为 ．

4．已知非等腰锐角AABC的外心、内心

和垂心分别为0、，、H，么A=60。．若△ABC

的三条高线分别为AD、BE、CF，则△OIH的

外接圆半径与△DEF的外接圆半径之比为

S．在一个房间中，地面是边长为6 m的

正方形，其中心设为0，要在正对着D的房顶

上安装一盏灯y，已知灯照射的角度为900

(所有由y照射出的光线的边界所夹角度的

最大值，即光线的边界与阳的夹角为450)．

若使得房间的每个地方都能照到，VO的最小

值为 rn．

6．若关于茁的函娄虹厂(并)=I石一[龙+口]J

存在最大值M(口)，则正实数口的取值范围

是 (【Y】表示不超过实数Y的最大整

数)．
' 2

7．双曲线与一告=1的右焦点为F，直
口0

线l：y=kx+d不过点F，且与双曲线的右支

交于点P、Q．若么纠叼的外角平分线与Z交

于点A，则点A的横坐标为——．

8．已知口I、a2、口3、a4,,a5是l、2、3、4、5的

—个排列，且满足l口I—q+。I≠l(i=1，2,3，4)．

则满足条件的排列口l、口2、口3、a4、a5的数目为

●●_。_。●。_。●。-。_。，。。●一●

二、论述题(共44分)

9．(14分)如图l，设A ABC的外心、内

心分别为D、，，
^

么A、么日、么C

内的旁心分别

为，l、厶、，3．证

明：

(1)A1,1213

为锐角三角

形； 图l

，2

(2)若△，。，2厶的外心为D’，则0’、0、，

三点共线．

10．(15分)已知有理数数列{‰】-(，l=0，

l，⋯)满足

口。=似?+肛；≠0(n=0，1，⋯)，

其中，a、卢∈R，菇1、髫2∈C，且菇I菇2=1．证明：

(1)zl+戈2为有理数；

(2)若菇。、石：不是实数，则n=f1．

11．(15分)正五边形ABCDE的对角线

BE分别与对角线AD、AC交于点F、G，对角

线BD分别与对角线CA、CE交于点H、，，对

角线CE与对角线

AD交于点-，．设由

图2中的10个点
一

A?Bl C，D?E，F?G、

H、，、，和线段构成

的等腰三角形的集

合为M．
图2
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(1)求肘中元素的数目；

(2)若将这10个点中的每个点任意染

为红、蓝两种颜色之一，问是否一定存在肘

中的一个等腰三角形，其三个顶点同色?

(3)若将这10个点中的任意n个点染

为红色，使得一定存在M中的一个等腰三角

形，其三个顶点同为红色，求n的最小值．

参考答案
1．1≤口≤5．

由bc=口2—2a+10，

(b+c)2=bc+12a+15，

得 (b+c)2=a2+10a+25=(a+5)2．

则(6一c)2=(口+5)2—4(a2—2a+10)≥=0，

即口2—6a+5≤0．

解得l≤口≤5．

2．a．

若a,b同为奇数或一个为奇数一个为偶

数，则口2+曲+b2为奇数，与2 010是偶数

矛盾；

若a,b同为偶数，则口2+曲+62是4的

倍数，与2 010模4余2矛盾．

因此，原不定方程无解．

3．4．

从最后两项开始，反复应用均值不等式

可得

。。黜茗i 4原式=∑辜+而r
汪1

1-[勺Ⅱ气

：登辜+(挚+—})
扛1Ⅱ勺、Ⅱ％‰。。Ⅱ％7
，=l j=l 扛1

≥登辜+嘉沙锄。+导孔
b1Ⅱ≈Ⅱ％

吼

其中，等号成立的条件为

菇2 olo=X2蚴=⋯=茗l=2．

因此，所求的最小值为4．

由么BOC=／BIC=么BHC=120。，知

O、I、口、B、C五点共圆．

设△ABC、A OIH的外接圆半径分别为

R、r．

由正弦定理得

2Rsin A=BC=2rsin么BOC．

于是，r=R．

设△DEF的外接圆半径为r，．

注意到A、层、H、F四点共圆，且AH为该

圆的直径．由正弦定理得

EF：AHsin A：2Rc。s A-sin A：牟R．
又因为A、F、D、C，A、E、D、B分别四点共

圆，所以，

么BDF=么CDE=么BAC=60。．

于是，／FDE=600．

由正弦定理得

EF=2r’sin么FDE=怕r’．

因此，r，：iR．

从而，÷=2．

【注】△DEF的外接圆实际上就是△ABC

的九点圆，于是，r’=詈．
D

5．3厄．

设边长为6 m的正方形为ABCD．

当△MC为等腰直角三角形时，斜边AC

上的高3√虿即为阳的最小值．

6．【÷，+∞)．
设石+口=Ⅳ+a(Ⅳ为整数，0≤a<1)．

贝ⅡfCz)=I z一【石+a】l

=lⅣ+d一口一31I

=I Q一口I．

当0<口<÷时，一o≤a一口<l一口，因为

I l一口I>I—a I，所以，以算)没有最大值；

当口≥÷时，一口≤a一口<l一口，因为

I一口l≥Il—al，所以，，(茗)有最大值，且当

tlt=0，即菇+口为整数时，以名)的最大值

肘(口)=口．
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7‘万a甭‘
过点A作算轴的垂线h．

设P、Q在直线h上的投影分别为尸，、口’．

则器=篆=篇卿万PF=器．
所以，直线h为双曲线的右准线．

因此，点A的横坐标为■笔．
qa‘七b‘

8．14．

满足条件的排列有：
1，3，5，2，4；1，4，2，5，3；2，4，l，3，5；

2，4，l，5，3；2，5，3，1，4；3，1，4，2，5；

3，l，5，2，4；3，5，l，4，2；3，5，2，4，1；

4，l，3，5，2；4，2，5，l，3；4，2，5，3，l；

5，2，4，1，3；5，3，1，4，2．

二、9．(1)由么，3Jrl厶=90。一竿<90。，
得么，3，。厶为锐角．

同理，么，。，2，3、／，2，3，。也为锐角．

因此，／X I,1213为锐角三角形．

(2)如图 J，

3，设A，1、巩、
讲，分别与00

交于点D、E、

F．于是。D、E、

F分别为珥、

llnll3的中点．

所以，，为

，I

图3

△DEF与△Ill213
的位似中心，且位似比为2．

而△DEF的外心就是／X ABC的外心，

因此，0’、D、，三点共线，且D为，0’的中点．

10．(1)因为口o=t'v+芦，口1=otxl+罔k2，

a2=似j+肛；，
所以，aoxl—al=卢(名1一茗2)，

口l茗l—a2=胆暂2(茹I一算2)．

从而，口l石l一口2=菇2(口。茗l一口1)，即

a2一(石l+髫2)口i+％=0．

又口o、nl、a2为非零有理数，故茗l+算2为

有理数．

(2)设石l=n+6 i，X2=c+d i(b≠O，d≠0)．

因善l+并2：—a2+—ao：(口+c)+(6+d)i，
Ⅱl

所以。d=一b．

又名IX2=1，则

l=(a+6 i)(C-b i)=ac+6z+6(c一口)i．

从而，6(c一口)=0，即c=口．

故石l=a+6 i，茗2---a—b i为共轭的单位

复数．

由aI=a(口+b i)+届(口一b i)

=(a+卢)口+((It一卢)6 i，

得(口一口)6=0．

从而，a=p．

【注】关于数列{口。)可由特征根法得到

a。一(菇l+算2)a。一1+口。一2=0(n≥2)．

11．(1)因为由图2中的lO个点A、B、

C、D、E、，、G、日、，、_，和线段构成的三角形均

为等腰三角形，所以，

IMI=C；+4C：+5Ci=35．

(2)由抽屉原则，知A、B、C、D、E中一定

有三个点同色，且这三个点构成的三角形属

于M，故一定存在M中的一个等腰三角形，

其三个顶点同色．

(3)若n=5，则将F、G、日、，、．，染为红

色，于是，不存在属于肘的顶点同为红色的
三角形．

若n=6，当A、B、C、D、E中有不少于三

个红点时，一定存在属于肘且顶点同为红色

的三角形；当A、B、C、D、E中少于三个红点

时，，、G、日、，、．，中至少有四个红点．

若F、G、日、I、J中恰有四个红点，不妨假

设F、G、日、．，为红点，则A、曰、C、D、E中至少

有两个红点．若A、B、E中有一个点是红点，

不妨假设A为红点，则△AFG是属于肘且顶

点同为红色的三角形；否则，C、JD同为红色，

于是，△CDH是属于肘且顶点同为红色的

三角形．

若F、G、日、，、J均为红色，则A、B、C、D、E

至少有一个点为红色．不妨假设A为红点，则

△A彤是属于肘且顶点同为红色的三角形．
因此，rt的最小值为6．

(李建泉提供)
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Êý)µÄíÀÂëÈô¸É¸ö£¬ÔÚÌìÆ½ÉÏÒª³Æ³öÖÊÁ¿Îª
l gµÄÎïÌåÐèÓÃÕâÁ½ÖÖíÀÂë7¸ö£®ÔòmÈ¡Öµ

µÄ¿ÉÄÜ¸öÊýÎª( )£®

(A)3 (B)4

3£®ÈçÍ¼1£¬ÒÑÖªE

ÊÇ¾ØÐÎABCD±ßAD

µÄÖÐµã£¬BEÉÏACÓÚ

µãF£¬AF=2£®ÔòDF=

( )£®

(A)2ÅÂ(B)3

(C)5 (D)6

Í¼l

(C)3¡Ì3(D)2¡Ì2

4£®ÉèÈý½ÇÐÎµÄÈý±ß³¤·Ö±ðÎª¿Ú¡¢b¡¢c£¬Æä

Íâ½ÓÔ²°ë¾¶ÎªR£¬a¡Ì6c¡Ý(b+c)R£®Ôò¸ÃÈý

½ÇÐÎ×î´óÄÚ½ÇµÄ¶ÈÊýÎª( )£®

(A)1500(B)1200(C)900 (D)1350

5£®ÒÑÖªaÎªÈñ½Ç£®Ôò¹ØÓÚÊ¯µÄ·½³Ì

¸ê3Ò»¹¤2+(sin aÒ»3)x+1=O

µÄ¸ùµÄÇé¿öÊÇ( )£®

(A)Ö»ÓÐÒ»¸öÕý¸ù

(B)ÓÐÈý¸öÕý¸ù

(C)ÓÐÒ»¸öÕý¸ù¡¢Á½¸ö¸º¸ù
(D)ÓÐÁ½¸öÕý¸ù¡¢Ò»¸ö¸º¸ù

6£®ÈçÍ¼2¡£ÒÑÖªCÔÚÒÔABÎªÖ±¾¶µÄ°ë

Ô²00ÉÏÒ»µã£¬£¬ÊÇ

¡÷ABCµÄÄÚÐÄ£¬A£¬¡¢

Æ´µÄÑÓ³¤Ïß·Ö±ðÓë°ë

Ô²00½»ÓÚµãD¡¢²ã£¬

AB=6£®ÔòDEµÄ³¤Îª

( )£®
Í¼2

(A)3 (B)34'2 (C)3¡Ì3 (D)5

¶þ¡¢Ìî¿ÕÌâ(Ã¿Ð¡Ìâ7·Ö£¬¹²28·Ö)

1£®ÒÑÖªPÊÇÕý¡÷ABCÄÚÒ»µã£¬PA=l£¬

PB=2£¬Ã´APB=150¡££®ÔòPC=Ò»2£®ÉèmÎªÊµÊý£¬¹ØÓÚ÷ØµÄÒ»Ôª¶þ´Î·½³Ì

(mÒ»2)×Â2+(2m¡ª1)Üø+(m+2)=O

µÄÁ½Êµ¸ùµÄµ¹ÊýºÍµÄ×î´óÖµÎª8£®ÔòmµÄÈ¡

Öµ·¶Î§ÊÇÒ»3£®ÒÑÖªÊµÊýa,b¡¢cÂú×ã
a2+b2=4£®b2+c2=8£®

ÔÙ

Ôòab+6c+°ëO,CµÄ×îÐ¡ÖµÎªÒ»¡®

4£®½«³¤Îª11cmµÄÌúË¿·Ö³ÉÈô¸É³¤ÎªÕû

ÊýÀåÃ×µÄÐ¡¶Î£¬ÆäÖÐÈÎÒâÈý¶Î¾ù¿É×é³ÉÒ»¸ö

Èý½ÇÐÎÈý±ß£®Ôò²»Í¬·Ö·¨µÄÖÖÊýÎª¡ª¡ª
(¶ÎÊýÏàÍ¬ÇÒÃ¿¶Î¶ÔÓ¦³¤ÏàµÈµÄ·Ö·¨ÊÓÎªÍ¬

Ò»ÖÖ·Ö·¨)£®

µÚ¶þÊÔ

Ò»¡¢(20·Ö)Ò»´Î¾º¼¼ÈüÊÂÊÇÓÉÀ´×Ô¼×¡¢

ÒÒÁ½¸ö³ÇÊÐµÄ¼¸¸ö¶Ó²Î¼Ó£®ÒÑÖªÒÒ³ÇÊÐ±È¼×

³ÇÊÐ¶àÀ´ÁË8¸ö¶Ó£¬ÈÎÒâÁ½¸ö¶ÓÇ¡ºÃ½øÐÐÒ»

³¡±ÈÈü£®ÈüÊÂ¹æ¶¨£ºÊ¤ÕßµÃ1·Ö£¬¸ºÕßµÃ0·Ö£¬

Ã»ÓÐÆ½¾Ö£®×îºó£¬ÒÒ³ÇÊÐËùÓÐ¶ÓµÄµÃ·Ö±È¼×³Ç

ÊÐËùÓÐ¶ÓµÄµÃ·Ö¶à4·Ö£®Çó¼×³ÇÊÐ×îºÃ¶ÓµÃ

万方数据



38 ÖÐµÈÊýÑ§

¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ª¡ªÒ»

AADEÊÇµÈ±ßÈý
Í¼3

½ÇÐÎ£®

Èý¡¢(25·Ö)ÉèÈý¸ö²»Í¬ÖÊÊýa,b¡¢CÂú×ã

¿Úl(3b¡ªc)£¬bl(a¡ªc)£¬cI(2a-7b)£¬
20<c<80£®

Çó¿Ú6cµÄËùÓÐÖµ£®

²Î¿¼´ð°¸
µÚÒ»ÊÔ

¡ª¡ª¡¢I£®D£®

·Ö±ðÓÃÉÆÔª¡¢YÔª´ú±íÐ¡Åå¡¢Ð¡·ðËùÓµÓÐ

µÄÇ®Êý£®ÓÚÊÇ£¬

¡ºËã+2=n(rÒ»2)£¬ ¢Ù

1£¬£¬+n=2(¹½Ò»n)£® ¢Ú

ÓÉÊ½¢ÙµÃÊ¯=ny-2n-2£®
°ÑÉÏÊ½´úÈëÊ½¢ÚµÃ

(2yÒ»7)n=Y+4£¬¼´2n=×ÏÐ¡Æ÷£®Z¡¯£¬Ò»£¬ ¶þyÒ»£¬

ËùÒÔ£¬2£¬£¬Ò»7=l£¬3£¬5£¬15£¬Y=4£¬5£¬6£¬11£®

ÏàÓ¦µØ£¬£¬1·Ö±ðÎª8£¬3£¬2£¬l£¬x·Ö±ðÎª14£¬

7£¬6£¬7£®

2£®C£®

ÉèÐèÒª7gíÀÂën¸ö£®ÔòÐèÒªmgíÀÂë

7Ò»n¸ö£®ÓÉÌâÒâµÃ

(7Ò»£¬I)mÒ»7n=l»ò7nÒ»(7Ò»n)m=1£®

Èô(7Ò»n)mÒ»7n=1£¬±´9
7n+l 7nÒ»49+50 50 £®m2¶¡i2¡ªÁË¶¡2¶ø£º½Ð¡¯

ÒòÎª0<7Ò»n<7£¬ËùÒÔ£¬7Ò»R=1£¬2£¬5£®

ÏàÓ¦µØ£¬m=43£¬18£¬3£®

¾­¼ìÑé£¬µ±m=3Ê±£¬7¡Ál-3¡Á2=1£¬¿É

ÓÃ3¸öíÀÂë³Æ³öÖÊÁ¿ÎªlgµÄÎïÌå£¬²»ºÏÌâ

Òâ£»µ±m--43£¬18Ê±£¬·ûºÏÌâÒâ£®

EF=BF=¶ò£»

£¬¸ÊED AE EB EB

ÓÚÊÇ£¬Ãæ2Ò»EF2A¡ªE 2Ò»ED¡£

ÂÁ=³ï»®=¾¯=¾¯õØ£®

£ºÞ·Ëò£»¶þ£ºÂü)£®¡ªÊé£¯1
Å×ÎïÏßy¡£µÄ £¯X I{

¡«

¶¥µãÎª¡ª¶þ¡ª^Æßkj£¦

A(¡Âô®Ò»µÈ)£® ±òÔú

ÍÐ=Ò»2>sin a¡ªi13£¬¼´µãÈÕ(¶ª£¬Ò»2)ÔÚË«Çú

万方数据



2011ÄêµÚ1ÆÚ

ÆäÖÐÓÐÁ½¸öµãµÄºá×ø±êÎªÕý£¬Ò»¸öµãµÄºá×ø

±êÎª¸º£¬ÕâÈý¸öºá×ø±ê¾ùÊÇÔ­·½³ÌµÄ½â£®
6£®B£®

Ò×ÖªÃ´C=Ã´AEB=900£¬
Ã´AIE=Ã´IAB+Ã´ABI

'

=¡Â(Ã´CAB+Ã´ABC)=450£®
¡®

ÓÚÊÇ£¬Ã´öÖD=45¡££®
ÔÚ¡÷ADEÖÐ£¬ÓÉÕýÏÒ¶¨ÀíµÃ

DE=ABsinÃ´EAD=6sin45o=3¡Ì2£®

¶þ¡¢1£®Ê¼£®
ÈçÍ¼5£¬½«¡÷PAB

ÈÆµãBË³Ê±ÕëÐý×ª

600ÖÁ¡÷QCB£¬Áª½á

PQ£®Ôò¡÷PQBÎªÕý

Èý½ÇÐÎ£¬ B

A

C

PQ£ºPB=2£® Q

CQ=PA=1£® Í¼5

Ã´PQC=Ã´8QCÒ»Ã´PQB

=Ã´APBÒ»Ã´PQÔ»=90¡££®

ÓÉ¹´¹É¶¨ÀíµÃPc=µê£®

2£®m<Ò»2»òÒ»Îá¡Üm¡ÜæÚÇÒm¡Ù2£®
Éè·½³ÌµÄÁ½Êµ¸ùÎª÷Ø£¬¡¢Üø£º£®ÓÉÌâÒâµÃ

fmÒ»2#0£¬
lA=(2mÒ»1)2¡ª4(mÒ»2)(m+2)¡Ýo£®

½âµÃm¡ÜæÛÇÒm¡Ù2£®
ÓÉ¸ùÓëÏµÊý¹ØÏµµÃ

2mÒ»1 m+2
÷Ø1+¸ê22Ò»¡®ìý£¬ÁûlÜø22¡ªm-¡ª2¡¯

ÓÖí¹+i1=µÈX=Ò»´íËýÔò2 m
÷Øl ¸ê2 Èãl

+Z

Ä«(µ©ÃËÖ·¶é×¹ÎÀ¡Ý0£®
m+2

7¡¯

ÓÚÊÇ£¬m¡ÝÒ»ÏÂ3»òm<Ò»2£®

Òò´Ë£¬mµÄÈ¡Öµ·¶Î§ÊÇ

m<Ò»2»òÒ»Ñ°¡Üm¡ÜæÚÇÒm¡Ù2£®
3£®Ò»3¶ò¡£

×¢Òâµ½

(a+º¯+c)2

=¿Ú2+2b2+c2+2(Ê¯ab+ÔÚ6c+¡Þ)

=(n2+62)±òÄÅ+ÔÒ(ab+be+-Æ©-¡Þ)£®
o£¯ff

¹ÊÇú+bc+°ë¡Þ

=Æ©(¿Ú+º¯+c)2Ò»µÈ(4+8)
=¸Í(¿Ú+¶òb+c)2¡ª3¶ò¡ÝÒ»3,8£®

µ±ÇÒ½öµ±a+¶ò6+c=0Ê±£¬ÉÏÊ½µÈºÅ
³ÉÁ¢£®

ËùÒÔ£¬ËùÇó×îÐ¡ÖµÎªÒ»3À­£®
4£®8£®

Éè×î¶ÌµÄÁ½¶ÎÎªa cm¡¢b cm£¬ÔÙÈÎÒâÈ¡

Ò»¶Îc cm(a¡Ü6¡Üc)£®Ôòb¡Üc<¿Ú+b£®

(1)Èô¿Ú=1£¬Ôòl¡Üb¡Üc<b+1£®ÓÚÊÇ£¬

b=c£®Òò´Ë£¬bI(1lÒ»1)£¬2b<1lÒ»1£®´Ó¶ø£¬6

¿ÉÎªl£¬2£¬5£¬ÓÐÈýÖÖ·Ö·¨£®

(2)Èôa=2£¬Ôò2¡Üb¡Üc<b+2£®ÓÚÊÇ£¬
c¿ÉÎªb»òb+1£®Éè³¤bcm¡¢(b+1)cmµÄÌú

Ë¿¶Î(³ý³¤çåÍâ)·Ö±ðÓÐ÷Ø¶Î¡¢Y¶Î£¬¸ê¡Ý0£¬

)£¬¡ÝO£¬Üø+£¬£¬¡Ý2£®

ÓÉÌâÒâÖª2+Èç+(b+1)£¬£¬=11£®

Åþ=µÈ¶Ö
µ±Üø=0Ê±£¬Y0 Y=ÄÏ£¬b+1Ö»ÄÜÎª3£¬ÓÐµ±Üø=Ê±£¬2fÎá£¬+Ö»ÄÜÎª3£¬ÓÐ

Ò»ÖÖ·Ö·¨(2£¬3£¬3£¬3)£»

µ±¸ê=1Ê±£¬y=¡Ù£¥Ò»l£¬6+1Ö»ÄÜÎª5£¬
ÓÐÒ»ÖÖ·Ö·¨(2£¬4£¬5)5

µ±Ê¯=2Ê±£¬²»·ûºÏÌâÒâ£»

µ±x=3Ê±£¬)£¬=ô÷Ò»3£¬b+1=3£¬4£¬ÓÐ
Á½ÖÖ·Ö·¨(2£¬2£¬2£¬2£¬3)£¬(2£¬3£¬3£¬3)£»

µ±Ê¡¡Ý4Ê±£¬k¡Ü9j6¡Üîº¡Üîº<3£¬ÓÚ
ÊÇ£¬b=2£¬Ôò2+2¸ê+3y=11£¬½âµÃ

(¸ê£¬Y)=(3£¬1)£¬(0£¬3)£¬
ÓÐÁ½ÖÖ·Ö·¨(2£¬2£¬2£¬2£¬3)£¬(2£¬3£¬3£¬3)£®

(3)Èôd>13£¬±´Uo+b+c¡Ý9£¬2a+b+c¡Ý

12£®Òò´Ë£¬ÌúË¿Ö»ÄÜ·Ö³É3¶Î£®ÓÚÊÇ£¬(a£¬b£¬c)

=(3£¬3£¬5)£¬(3£¬4£¬4)£¬ÓÐÁ½ÖÖ·Ö·¨£®

万方数据



ÖÐµÈÊýÑ§

×ÛÉÏ£¬×ÜµÄ·Ö·¨ÓÐ8ÖÖ£®

µÚÀ¼ÊÔ

Ò»¡¢Éè¼×³ÇÊÐÓÐ÷Ø¸ö¶Ó²Î¼Ó±ÈÈü£®ÔòÒÒ³Ç
ÊÐÓÐx+8¸ö¶Ó£®µ±¼×¡¢ÒÒÁ½³ÇÊÐ²ÎÈü¶ÓÖ®¼ä

½øÐÐ±ÈÈüÊ±£¬¼×³ÇÊÐ¹²µÃy·Ö£¬ÔòÒÒ³ÇÊÐ¹²µÃ
÷Ø(Ãû+8)Ò»Y·Ö£®

ÓÉÌâÒâµÃ

{¡Û(ËãÒ»1)+Y+4

=¡Â[(¸ê+8)Ò»1]x+8)+[¹½(¹½+8)Ò»£¬£¬]

1 £®

µÈy2Öª2+8x+12£®
ÒòÎªYÎªÕûÊý£¬ËùÒÔ£¬÷ØÎªÅ¼Êý£®

ÓÉÜø(Ê¯+8)Ò»£¬£¬¡Ý0

¿±(Üø+8)Ò»(Õù2+8¡§12)¡Ýo
µÈ¸ê¡ÝÐ¼>4£®
ÓÖÒòÎª¸êÎªÅ¼Êý£¬ËùÒÔ£¬ÈãµÄ×îÐ¡ÖµÎª6£®

ÏÔÈ»£¬y¡ÝÜø+8£®

ÓÚÊÇ£¬¼×³ÇÊÐ×îºÃ¶ÓµÃ·ÖÎª

(¹½Ò»1)+(Üø+8)=2x+7(·Ö)£®

Òò´Ë£¬µ±÷Ø=6Ê±£¬ÄÊ+7µÄ×îÐ¡ÖµÎª19£®

¹Ê¼×³ÇÊÐ×îºÃ¶ÓµÃ·ÖµÄ×îÐ¡ÖµÎª19£®

¶þ¡¢ÈçÍ¼6£¬Áª

½áAl¡¢Dl¡¢El¡¢BG¡¢
CF£®

ÉèÃ´É¾C=2a£®
ÏÔÈ»£¬A¡¢D¡¢£¬¡¢E

ËÄµã¹²Ô²£®

ÔòÃ´IDE Í¼6

C

=¡ÂÃ´BAC=01£®

¹ÊÃ´BDF=Ã´BDI+Ã´IDE=90¡£+a£®

ÓÉ,£¯ezc=lõÜ¡£Ò»(¼ªÃ´ÏÉG+¼ªÃ´A°¼)
=900+a£®

µÃÃ´BDF=Ã´BIC£®

ÓÖÃ´DBF=Ã´IBC£¬ÓÚÊÇ£¬

£¯XBDF(£®£¯9£¯XBICïÉI=ÀöBF£®
ÒÑÖªÃ´DBI=Ã´FBC£¬Ôò

¡÷BID¡×¡÷BCF

¹ÊÃ´BFC=Ã´BDI=900£®

ÓÚÊÇ£¬Ã´FCl=Ã´BICÒ»Ã´BFC=¡Þ

Í¬Àí£¬Ã´BGC=900£®

ËùÒÔ£¬Ô»¡¢C¡¢F¡¢GËÄµã¹²Ô²£®

ÏÔÈ»£¬BCÊÇ¸ÃÔ²µÄÖ±¾¶£¬Ò²¾ÍÊÇBCÊÇ

¡÷CFGµÄÍâ½ÓÔ²µÄÖ±¾¶£®

ÓÉÕýÏÒ¶¨ÀíµÃ

ÎåFÀöG=Ô»¡Þsina=¸Ý=¡Â
ja=30¡£jÃ´öÖC=600£®
ÓÖAD=AE£¬¹Ê¡÷ADEÊÇµÈ±ßÈý½ÇÐÎ£®

Èý¡¢(1)µ±¿Ú>b,a>cÊ±£¬Ò»¿Ú<3b¡ªc<3Øë

ÓÉ¿ÚI(3b¡ªc)£¬µÃ3b¡ªc=0£¬a£¬2a£®

ÏÔÈ»£¬3b¡ªC¡ÙO£®

(i)Èô3b¡ªc=¿Ú£¬Ôòc=3b¡ªa£¬

bI(a¡ªc)¡©ºà6I(2¿ÚÒ»3b)c£º'b12ac=£¬b12£®

ËùÒÔ£¬b=2£®´Ó¶ø£¬c=6Ò»¿Ú£®
ÓÉ´Ë¿Ú=c=3Óë¿Ú¡ÙcÃ¬¶Ü£®

(ii)Èô3b¡ªc=2a£¬±´4 c=3bÒ»2a£¬

bI(¿ÚÒ»c)³µºà6I(3¿ÚÒ»36)I¸Ê613aC=¡·b13£®

¹Êb=3£¬c=9¡ª2a<9£¬Óë20<c<80Ã¬¶Ü£®

(2)µ±b>¿Ú£¬b>cÊ±£¬Ò»b<¿ÚÒ»c<b£®

ÓÉbj(a¡ªc)£¬µÃ¿ÚÒ»C=O£¬Óë¿Ú¡ÙcÃ¬¶Ü£®

(3)µ±c>¿Ú£¬c>bÊ±£¬
Ò»7c<Ò»7b<2aÒ»7b<2a<2c£®

Áî2¿ÚÒ»7b=||}c£¬ ¢Ù

ÆäÖÐ£¬k=Ò»6£¬-5£¬-4£¬Ò»3£¬Ò»2£¬Ò»l£¬0£¬1£®

Ôò2a=7b+kcºÅ7b=2a¡ªkc£®

¿ÚI(36Ò»c)¡ëI(3¡Á7bÒ»7c)
²¬I f3(2a¡ªkc)Ò»7c1

ï¨I[6¿ÚÒ»(3k+7)c]
Íöåúl(3k+7)c´´I(3£®j}+7)£¬ ¢Ú

bI(a¡ªc)³µ£¥l(2aÒ»2c)³µ£¥l(7b+kcÒ»2c)

ï£6I(kÒ»2)c¡ì6I(kÒ»2)£® ¢Û

µ±k=Ò»6Ê±£¬ÓÉÊ½¢Ú¡¢¢ÛµÃ

aI(Ò»11)£¬bI(Ò»8)£®

ÓÚÊÇ£¬a=11£¬b=2£®

ÓÉÊ½¢ÙµÃc=Ò»¡Â(ÉáÈ¥)£®

µ±k=Ò»5Ê±£¬ÓÉÊ½¢Ú¡¢¢ÛµÃ

¿Úl(¡«8)£¬bl(Ò»7)£®

ÓÚÊÇ£¬o=2£¬b=7£®

万方数据



2011ÄêµÚ1ÆÚ 4l

ÊýÑ§£¬°Â³Ö·ËÜé¸ßÖÐ£¯Ñµ}µÂ£®Ìâ(137)
ÖÐÍ¼·ÖÀàºÅ£ºG424£®79 ÎÄÏ×±êÊ¶Âë£ºA ÎÄÕÂ±àºÅ£º1005¡ª6416(2011)Ol¡ª0041¡ª06

µÚÒ»ÊÔ

Ò»¡¢Ìî¿ÕÌâ(Ã¿Ð¡Ìâ8·Ö£¬¹²64·Ö)

1£®ÉèÒÔÊ¯)=kx+b£¬Áî

A={xlf(Üø)=¾Ë£¬Ê¯¡ÊR}£¬

B={ÜøIf(f(x))=¹½£¬¹½¡ÊR}£®

ÈôA¡ÙB£¬ÔòÔÚ¹½DyÆ½ÃæÖÐ£¬µã(|j}£¬b)×é³É

µÄÍ¼ÐÎÊÇÒ»2£®ÉèkÎª³£Êý£®Èô¶ÔÒ»ÇÐx,y¡Ê(O£¬1)£¬ÓÐ

Üøt+)£¬i¡Ì£¬£¬t¡ÜÓë+{Ò»È¥£¬
¹¤ Y Ê¯Y

ÔòÊµÊýkµÄÈ¡Öµ·¶Î§ÊÇ¡ª¡ª£®
3£®ÉèÁû¡¢£¬£¬¡¢z¡Ý0£¬x+Y+z=1£®Ôò

ÒÔÃæ°Ùçà+ÒÔÃæ¿Éçà+ÔÚÀöÎ÷çà

µÄ×î´óÖµÓë×îÐ¡ÖµµÄºÍÎªÒ»4£®ÉèÈñ½ÇOtÂú×ã

3,£¯¡ª41-40¡ªcos a+4,£¯¡ª34-30¡ªsin a=25£®

Ôòsin a£º £®

5£®ÈçÍ¼1£¬ÔÚÀâ³¤

ÎªIµÄÕý·½ÌåAC¡£

ÖÐ£¬µãP¡¢Q·Ö±ðÊÇÀâ

AD¡¢A1BlÉÏµÄ¶¯µã£®

ÈôÒìÃæÖ±ÏßBD¡£¡¢PQ

»¥Ïà´¹Ö±£¬ÔòAP+AlQ=¡Ì

Al

A

Í¼l

C

C

6£®ÉèABÊÇÍÖÔ²£¥+¿à=1(¿Ú>b>0)µÄ

¹ýÆä×ó½¹µã£¬µÄÒ»ÌõÏÒ£¬µãAÔÚ¸êÖáµÄÉÏ·½£®

ÈôF·ÖABµÄ±ÈÎªI£º¡¾(A¡Ù1)£¬ÔòABµÄÐ±ÂÊ

k=¡ª¡ª¡ª¡ªJ
7£®¸ø¶¨´óÓÚ1µÄÕýÕûÊýn¡¢P£¬¶ÔÈÎºÎÕý

ÕûÊý£¬ÈôËüµÄP½øÖÆ±íÊ¾ÖÐÃ»ÓÐÊý×ÖÁã£¬Ôò³Æ

ÆäÎª¡°r³äÊµµÄ¡±£®ÄÇÃ´£¬1£¬2£¬¡­£¬P¡°ÖÐr³ä

ÊµµÄ×ÔÈ»ÊýµÄ¸öÊýÎªÒ»8£®¶ÔÕýÕûÊý¸ê£¬ÓÃS(¹½)±íÊ¾Ê¯µÄ¸÷Î»Êý

×ÖÖ®ºÍ£®ÔòS(X)-9[19÷Ø]µÄ×î´óÖµÎª¡ª¡ª
([¹½]±íÊ¾²»³¬¹ýÊµÊý¸êµÄ×î´óÕûÊý)£®

¶þ¡¢½â´ðÌâ(¹²56·Ö)

9£®(16·Ö)Éèal=a>0£¬¶Ôn¡Ý2£¬ÓÐfit¡£=
Çù
¶ù(1+q)£®Çó³£Êý¿Ú£¬Ê¹¶ÔÒ»ÇÐÕýÕûÊýnÓÐ

¿Ífk<F»÷£¬¶ø¶ÔÈÎºÎc<r»÷£¬¶¼´æÔÚ
ÕýÕûÊýn£¬Ê¹Ôérk>c£®

10£®(20·Ö)ÈçÍ¼2£¬ÒÑÖªÔÚËÄÃæÌåABCD

ÖÐ£¬ÀâAB¡¢AC¡¢ADÁ½

Á½´¹Ö±£¬BC=CD=

10£¬BD=12£®×÷Æ½ÐÐB

ÓÚµ×ÃæBCDµÄ½ØÃæ

£¥£¬Ê¹a£®Óëµ×Ãæ

£¯

Ã´°ËÒ»o £Ü

¡®Îä¡£ ¡£¡£X
Í¼2

ÓÉÊ½¢ÙµÃC=9(ÉáÈ¥)£®

ÀàËÆk=Ò»4£¬Ò»3£¬Ò»2£¬lÊ±ÎÞ·ûºÏÌõ¼þ

µÄÖµ£®

µ±k=Ò»1Ê±£¬¿Ú=2£¬b=3£¬c=17£¬²»·ûºÏ
20<c<80£®

µ±k=0Ê±£¬2fit=7b£¬Ôò217b£¬712fit£®

ÓÚÊÇ£¬b=2£¬n=7£®

ÓÉ¿ÚI(36Ò»c)£¬µÃ3b¡ªc=at£¬c=6¡ª7t£®

ÓÖÒòÎª20<c<80£¬ËùÒÔ£¬
A

20<6¡ª7t<80£¬Ò»lo¡Â<t<Ò»2£®
£¬

Ö»ÓÐµ±t=Ò»5Ê±£¬c²ÅÎªÖÊÊý£¬c=41£®

¹Êabc=72x41=2009£®

(Ð»ÎÄÏþºþ±±Ê¡»Æ¸ÔÖÐÑ§£¬438000)
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BCD的距离为1，类似作其他三个截面a¨

a“a扩求四个截面交成的小四面体的体积．

11．(20分)设A是双曲线，，：坐上一

动点，自A向椭圆务+予=1引两切线A尸、
AQ，切点分别为P、Q．若椭圆的左焦点为F，

求币品名薪的最小值．
加试

一、(40分)如图3。在△ABC中．BC<

AB<AC，在边AB、

AC上分别取点R、

Q，使BR=BC，AQ=

AB．设BQ与CR交

于点A，，过A的直线

与BC、BQ、CR分别

交于点P、C。、B，，且 图3

AA。RB cO／XA⋯CB．求证：错=
|CP

√cA‘

二、(40分)求出所有正整数n，使

．2【字卜川

三、(50分)试证：对任何正整数n，存在

唯一的正奇数对(菇，Y)，使得2”2----X2+7y2．

四、(50分)甲乙两人作游戏，甲先在纸

上任意写下一个由L、R构成的长为凡的序

列，然后乙将rt个质量互不相同的砝码逐一

放在天平上，每放一个砝码(已放的砝码不

再拿下)，乙都在纸上按顺序写一个字母：如

果天平倾向左边则写L，否则写R．当所有砝

码都放在天平上时，乙也写下一个由L、R构

成的长为n的序列．规定：当乙写的序列与甲

写的序列相同时乙胜，否则甲胜．试问：谁有

必胜策略?

参考答案
第一试

一、1．直线茗=一1．

由以髫)-----X，得(1一七)髫=b．

当k=l，b=0时，A=R；

当k=1，b#0时，A=囝；

当㈨帅={击)．
由／抓茗))----X，得
(1一k2)算=kb+b．

当k=1，b=0时，B=R；

当k=l，b≠0时，B=f2j；

当k=一1时，B=R；

当七≠±l时，B={忐)．
综上，仅当k=一1时，A≠曰．

故点(七，b)组成的图形是直线卫=一1．

2．(一∞，03．

注意到

茗t+，，t一髫·广≤与+11一去
玉 了 石Y

铮c·一石‘，c-一，，‘，≥(-一专)(·一{Y)
{Ox‘Y‘≥l仁暗≤O．

3．~／否042。+2厕+2．
令口=2 01lx+l，b=2 01ly+l，

c=2 01lz+1．

贝0 a、b、c≥1。口+b+c=2 014．

首先，由柯西不等式得

矗+5+‘≤矗瓦__矗≮孬=√9042。。

当且仅当戈=Y=：=÷时，上式等号

成立．

其次，易知对任意“>t，>J>t>0，且

I／,+t=tI+5，有

矗+矗(5+‘．所以，伍+万+石≥厕+2．
当且仅当菇=y=0，z=l时，上式等号

成立．
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4．÷．
)

如图4，作两

个具有公共边

CD的△ACD、

△BCD，使 A

／ACD=瑾．

[BCD

=90。一t'v．

图4

AC=15．CD=12。BC=20．

由余弦定理得

AD=3,／4—1-40—cos a，
BD=4,,／—34—-—30—sin—a．
于是，AD+BD=25．

注意到么ACB=900，则

A曰：~／五c2+召c2=25=AD+BD．

所以，点D在AB上．

又易知CD上AB，则么ABC=仉

故sin d=劢AC=了3．

5．1．

如图5，建立空

间直角坐标系，设

8(1，0，0)，

D、(0，l，1)，

P(O，口，0)，

Q(b，0，1)．

则肋i-(一l，l，1)， 图5

葡=(6，一口，1)．
故0：耐．一PO=一b一口+l。
所以．口+b=1．6．巫萨．
设椭圆与+旨=1的左准线为z，点A,B

Ⅱ D

在l上的射影分别为A。、B。．

则器=器“
令IBB。I=t(t>0)．

则IAAl J=A厶

易知，lABl=e(A+1)I，

扎--X嚣=(J：l一1)t，

YA—Y口=~／IABI 2一(茗^一茗8)2：t石可i酽=研．舭矗：糕X：巫酽．,4一茗口 L^一I，口

fn， p=2；

7．{止芝兰唑，p>2．2L p一
’⋯一

显然，P进制表示中位数为j}(1≤j}≤it／,)

的旷充实的自然数有(P一1)‘个．于是，所
求的r充实的自然数的个数为

rtl,，Pn =2；

善‘p一1’‘5{．i巳．二学，p>2
设茗=aria。一l⋯ao(ao≠0)．则

108≤名<10”1

=争，l≤lg茗<rt+lj【lg石]=n．

故S(x)=ao+al+⋯+口。≤9(n+1)

=9([19膏]+1)．

因此，S(茗)-9[19茹]≤9．

又S(9)一9[19 9]=9，则，S(x)-9[19茗]

的最大值为9．

二、9．由题设得生丛=l+口。(，l≥2)，即

1一 !．．一一』一——L
口。．1一a．(1+aa)一口。 1+口。。

从而，订1i=i1一石1(n≥2)．

则骞去=而1+耄(i1一石I)
l l l 2 l

2而+一—=2而一一O,n．i1 a2
a+口
n+l
上+口

2

<f忑‘

由数学归纳法知，对n≥2有

吼=Ⅱ(1+口i)>1．

公
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所以，恕(南一去)=南．
故对任何c<f乇，都存在正整数n，使

I+a

2 l
=_—一一——>c．
1+a an+I

依题意得南=r击．
因此．口=4 021．

10．如图6，

设截面a孙ac、口D

交于一点A’．类

似地定义点曰’、 。
廿

C’、D’．

于是，四面体

A’B’C’D’与四面

体ABCD相似．

设相似比为
图6

i玫V'=k3V=(半3 x24∥
=孚(6一万一厄r
11．设A(x’，Y’)，P(茗。，，，。)，Q(x：，Y2)．则

x'y’=2 011．

易知，点A关于椭圆的切点弦，即直线

PQ的方程为

尝+字=，．

D
由

k，四面体ABCD、四面体A 7B’C’D7的体积分

别为V、V’．

记AB=a，AC=6，AD=C．则

a2+b2=b2+c2=100．c2+口2=144．

解得a=c=6在，b=2万．

所以，V=÷abc=24刀．
O

又s耻cD=6√102—62=48，故点A到平
面BCD的距离

肌兰=学．
j]lJ C08么cAF=丽AF=百3．
所以，点A7到平面BCD的距离为

【(6-厄，警一tH=警一孕÷
从而，点A’到平面B’C’D’的距离为

30瓜3。3a瓜1
—2—一—4—一—4—一l 2—2—一—4—一—4—。

-
●

30潭1

则后=上43●=吉(6一万一在)．．／7 6‘
。

筹2+等2。1’消I-去。J得l J‘。、 lU

去+等=1，
(2殄正+9x应)≯一姚k+625(9一y,2)=o．
于是，茗l+髫2=

450x’

25y’2+9x’2’

625(9一，，“)
再1乃2—25v’2+9菇’2‘

由椭圆的第二定义得

l胛l-口+“。=5+争。，
JQF；=n+％=5+睾％．

ⅡII]IPFI IQFI=(5+于4。)(5+r4：)
=25+4(菇。+并2)+矛16。茗2

蟛+丽1 8刀00x'+≮筹笋
一三兰兰f!：：±篓：：±墨兰：±!鱼2—

25y’2+％72

225 lAFI
2

—25y’2+9x’2‘

故嵩备=X万t2+￡9
=(手)2+∽≥2引
2×2 01l 4 022

15
—

15

当且仅当3x’=5y’=,,／而165 ，上式
等号成立．
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因此，嵩‰ 的剐、值桦．
加试

一、因为BR=BC，AQ=AB，所以，

么BCR=么BRC．么eQ,4=么ABQ．

由题设△A。RB∽△A。C。B。，知B、R、

B，、P四点共圆．所以，

么BRC=么BClBl，么ABQ=么ClBlA。．

故么BCR=么BC，P，么刚=么C，B，A1．
因此，c、Al、P、Cl，A、BI、A。、Q分别四点

共圆．

则笔篙等=筹·等·箬
sin么BCR sin么BlAC sin么ABCl

—sin么CAlB sin么ABlC sin C，

=1．

又因为P、Q、C、C，四点共圆，所以，

么APC=么BAlBl．么PA c．

因此，CA=CP．故筹小
二、当n=

当rg=2

矛盾．

当凡=3时，

n

当l'g=4时，

，、 ／／,一1
=U=——．
n

．4×7兀-+1×0
剐m——了一
>1(4 xsin詈+t×sin o)=÷=孚．
当n≥6时，若n墨一1(mod 4)，则设

n=4k一1(k∈N+)．

由琴生不等式知

2【字卜．2栅硝m丽
4忌×詈(4k一2)×孚+1×7c

=sin丽彳=sin——丽j一
≥击卜-2)sin詈+t熵兀】⋯4k-2吐
一4k一1一／／,。

若n≠一1(mod 4)，则

字<[字】<字．

于是，孚≤【n4----』ll_<n．一．

腻。<掣 7c

≤虿。

因为sin髫在【o，詈】单调递增，所以，由
=o<_n--1， 琴生不等式知

。27c 43 2 ，l一1
2

sin了2虿>了。—■。 ：Sln

=sin詈=·>÷=寻． ：

当，l=5时，因为sin省在[0，兀]是凹函

数，由琴生不等式知

n

．2丌 ．4×詈硝m了≈m丁

(n-2)×旦2≥sin——
n n

(n-6)×詈+6×5丌-

n n

综上，所求的正整数n为一切不等于2

的正整数。

三、存在性．

当凡=1时，取算l=，，I=l，贝9

层

毕掌掣半
饵

．盘

目

．，

l

对

1IIIJ兀一3
n．吼6+

丌一2

n

n．戤、，6一n／L
r-_--_L●一n

≥
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2—2=舅：+7费．

假定对n(n∈N+)，知存在正奇数对

(茗。，儿)，使得2“2=髫：+7y2．．

令钆I：x下．-7y．，‰：华．则
矗川z+1----"(华)2+7(半)2
=2(茗：+7yz．)--2 x2“+2=2“+3，

且髫。+2=石。+l一2x。，六+2 2以+l一2儿．

由髫l_Yl-l，并2=一3，Y2=1均为奇数，

可知对一切正整数n，有茹。Y。都是奇数．

唯一性．

假设对某个正整数n，存在两个不同的

奇数对(茹，Y)≠(z，埘)，使

2“2=茗2+7y2=，+7w2． ①

则茗2=2”2—7广，7埘2：2“2一，．

两式相乘得

7x2彬2=(2“+2)2—2“+2(7yz+，)+砂2≯．

故7(伽+弦)(舢一弦)

=24+2(2“+2—7，一z2)=2“+2(髫2一z2)．
因为x、z为奇数，21(菇2一i92)，所以，

2“+3 12“+2(茗2一：2)．

从而，2”3 17(xw+声)(枷一弘)．

注意到

(删+yz)+(枷一弦)=2删-=2(mod 4)．

从而，删+挑删一弦不都被4整除．
故删+yz、删一声中有—个被2”2整除

不妨设2“2I(删一弦)．

由式①得

2“+2=x2+7，．2“”=Z2+7埘2．

两式相乘得

(2”2)2=(菇2+7yz)(，+7w2)

=(杞+7，")2+7(xw一声)2．

若舢-yz#0，则

(枷一弘)2≥(2-．2)2，
矛盾．

所以，删一yz=0．

令互=匆，z=加．

代人式①得后2广+7y2=||}2埘2+7w2，即

(驴+7)，=(矿+7)埘2．

于是，Y=∞．

从而，茹=z，矛盾．

四、乙有必胜策略．

记n个砝码的质量依次为

al<口2<⋯<口。．

设甲写的序列为A．

下面证明：乙有办法写下序列A．

不妨设4的最后一项为L，且n为偶数。

乙的策略满足如下要求：

(1)任何时刻天平上砝码的下标都是连

续的自然数；

(2)偶下标砝码放在天平的左边，奇下

标砝码放在天平的右边．

由以上两点知，任何时刻天平总是倾斜

向含有最重砝码的那一边．

此外，还满足：

(3)序列从某项到下一项改变字母

岱天平从某个砝码到加下一个砝码改变

倾斜方向

§新放的是一个比已放的都重的砝码；

序列从某项到下一项不改变字母

§天平从某个砝码到加下一个砝码不改

变倾斜方向

岱新放的是一个比已放的都轻的砝码．

这样一来，乙可按下述规则将砝码排列

顺序：

从最后一项开始逆向往前排，当排列右

起第i(1≤i≤n)个砝码时，如果序列A的右

起第i项与它左边一项不同，则排剩下的最

重的砝码，否则，排剩下的最轻的砝码(如A

=(L，R，R，L，L，L)，则砝码排列的顺序是

(a4，口5，口3，a6，口2，a1))．

现在，按从左向右的顺序依次将砝码放

在天平上，且下标为偶数的砝码都放在天平

的左边，下标为奇数的砝码都放在天平的右

边，则此放法对应写下的序列恰好为A．

(冯跃峰深圳市高级中学，518040)
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本期问题

初289 网民上网的级别标志是使用星

星、月亮、太阳．规定：全天在0点至24点之

间上网时间累计满2个小时就算上网一天．

从第一天上网开始算起，上网满5天时，级别

标志为1颗星星；又满7天时，级别标志为2

颗星星．．．⋯·(得到第n颗星星要比得到第

n一1颗星星时多耗时2天)．每够4颗星星

就改用1个月亮，每够4个月亮就改用1个

太阳(即16颗星星为1个太阳)．如果从

2005年7月1日开始，每天不间断上网，请

问：2011年元旦这一天的时候，级别标志是

什么?再过多少天，进入下一级别标志?

初290如图1，已知00，与00：交于

点JjIf、N，Ilia是oD：的切线与oD。交于点A，

MB是00I的切线与00：交于点曰，延长

MN到点P，使

MN=NP，PA

与00．交于点

C，船与O 02
交于点n求

证：C、N、D三

点共线，且CN

=ND

图1

高289对任意一个正整数n(，l≥2)，

试求：

[109手(k3+1)一log}(k3一1)]+

扣÷【·+≯1+南】
的值．

高290设茗。、石：是实系数一元二次方

程龙2一bx+c=0的两个根．求菇：+石；(rl,∈

N+)．

上期问题解答

初287已知存在2 011个正整数，其积

与和相等．试求这2 011个数中至少有多少

个l?

解设这2 011个正整数为

口l≤口2≤⋯≤口2 olI．

由aI口2⋯口20ll=口l+口2+⋯+口20ll

≤2 01la20ll’

知 口l口2⋯口2 olo≤2 011<min{2¨，37，46}．

故口I=口2=⋯=a,2咖2 l，

旺2似≤2，口2啷≤3．

(1)若口2删=2，则

2 002+10a201l≥口l+口2+⋯+口20ll

=ol口2⋯口20ll t>210口2 oll

j2 002≥l 014a20ll>12 028，

矛盾．

所以，口2∞l=1．

(2)若口2她=2，则

2 003+9a2 oII t>2’口20“

j2 003≥503口2 oIl j口2 oll≤3．

设a2啦，a2瞄，⋯，口2011中有菇(茗≥3)个

2，10一x个3．则

2 001+2x+3(10一菇)=2’×310一。，

即2031一石=2’×3,0-,(3≤菇≤10)，

其无正整数解．

所以，口2 002=1．

(3)若口2啷=2，则

2 004+口2o供+口2晰+⋯+口2 oll

=2a2似n2晰⋯口2Ⅲ1．
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如果a2嘲I>3，则

2 004+8口2们l≥25×33020ll

现004，>856a2 oIl≥2 568，
矛盾．

故az瞄=a2瞄=⋯=a2瞄=2．

贝Ⅱ2 014+口2∞9+n20Io+a2 olI

=26a2啷口2 oIoa2 olI． ①

如果a2 oloI>4，则

2 014+3a2 oll I>26 x2 x4a2 0ll

观014>一509a2 oll>t2 036，
矛盾．

故a2蝴≤Ⅱ2 010≤3．

经检验，当

(口2咖，a2 o，o)=(2，2)，(2，3)，(3，3)

时，方程①无正整数解a：。小

所以，a2蚴=1．

(4)若t12啷=2，则类似(3)有

口2∞5=a2∞6=2．

故2 009+口2007+Ⅱ2∞8+⋯+口2 oll

=23a2晰口2嘲⋯a2 011． ②

如果a2嘲t>4，则

2 009+5a2 oll≥23×22 x42a20II

j2 009一>507a2 oll I>2 028，

矛盾．

故a2油≤3．

记A=(口2嘶，02懈，a2啷，a2 olo，a2 011)．

若A=(2，2，2，a，b)，则式②变为
2 015+n+b=64ab

号口+b一33=64(ab-32)

=亭口+b=64k+33(k∈N)，ab=蠡+32

号口+b>口6=》(a一1)(b一1)<1，

矛盾．

若A=(2，2，3，口，b)，则式②变为
2 016+n+b=96ab

=争n+b=96(ab一21)

哥口+b=96k(k∈N+)，ab=k+21

号口+b>幽j(口一1)(6—1)<l，

矛盾．

若A=(2，3，3，a，6)或(3，3，3，a，6)，同

上均导出矛盾．

所以，a2删=1．

(5)当a2晰=口2嘶=⋯=a2 olo=2，a2 olI

=32时，

口l+a2+⋯+a20ll=2 004+2×6+32

=2 048=aj口2⋯口2仇I．

综合(1)一(5)，知至少有2 004个1．

(刘东华天津市南开中学，300100)

初288用红、黄、蓝、绿四种颜色给如

图2正八面体的面A、曰、C、D、E、F、G、日染色

(允许只用其中几种)，使相邻面(有公共棱

的面)不同色．求不同的染色方法的种数．

◇包
解如图3，作一正方体，其顶点对应正

八面体各面．则当且仅当正八面体中两面相

邻时，对应的正方体两顶点相邻．

原问题转化为：求用四种颜色给正方体

的八个顶点染色、相邻点不同色的染色方法

的种数．

A的染色方法有4种．

下面对B、D、E的染色分情况讨论．

(1)曰、D、E同色，有3种染色方法．

则c、F、日至多染3色，各有3种选择，

共有27种染色方法．其中，

染3色(共有3 1=6种染色方法)时，G

只有1种选择；染1色(共有3种染色方法)

时，G有3种选择；染2色(共有27—6—3=

18种染色方法)时，C有2种选择．

共计3(6×l+3×3+18×2)=153种

染色方法． ‘

(2)B、D、E染2色，有A；c：=18种染色
方法．
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由对称性，不妨设曰、D同色，E染另一

色．则F、日有2种选择，C有3种选择，共有

12种染色方法．其中，

染3色(共有2种染色方法)时，G有1

种选择；染1色(共有2种染色方法)时，G有

3种选择；染2色(共有12—2—2=8种染色

方法)时，G有2种选择．

共计18(2×1+2×3+8×2)=432种

染色方法．

(3)曰、D、E染3色，有3 1=6种染色

方法．

则c、F、日各有2种选择，共有8种染色

方法．其中，

染1色(必与A同色，有1种染色方法)

时，G有3种选择；染2色(同色的两点必与

A同色，共有3种染色方法)时，G有2种选

择；染3色(有8—1—3=4种染色方法)时，

G有1种选择．

共计6(1 X 3+3×2+4×1)=78种染

色方法．

综合(1)一(3)，不同的染色方法的种数

为4(153+432+78)=2 652．

(雷 勇 河北省石家庄二中，050000)

高287如图4，四边形ABCD内接于o

0，对边AB与DC交于点P，AD与BC交于点

q，M是PQ的中点，MC与oD交于另一点

G．求证：A、G、P、Q四

点共圆．

证明 如图4，

在PQ上取点|s，使

B、P、S、C四点共圆，

联结OP、OM、oq、

GP、cq．记oD半径

为尺．易知

么csq=么CBP=么ADC．

于是，C、S、q、D四点共圆．

由割线定理得

PC·PD+qc·Q8

图4

D

O

=PS·PQ+qs·QP=PQz．

由三角形中线长公式得

40M2=20P2+20Q2一PQ2． ①

又由圆幂定理得

OM2=MC·MG+R2．

0P2=PC·PD+R2．

oq2=qc·QB+∥．

将其代人式①得

4MC·枷=2(PC·PD+Qc·∞)一彤=附．
结合MP=MO，知

胛2=MQ2=MC·MG．
于是，△MPC C／3△MGP，

△MQC∽△MGQ．

则么MGP=么MPC，么舾GQ=么岬C．
故么t'cq=么MGP+么MGQ

=么MPC+么MpC=1800一么t'cO

=1800一么曰CD=么A．

因此，A、G、P、Q四点共圆．

(沈毅重庆市合川太和中学，401555)

．高288 已知n是正整数．求多项式

(戈2一石+1)“的奇系数的个数．

解设多项式P(戈)、Q(咒)是整系数多

项式．若P(戈)一Q(茗)的所有系数都是偶数，

则称两个多项式相似，记为P(戈)～O(戈)．此

时，多项式P(戈)、Q(戈)系数为奇数的项的个

数相同，将多项式P(戈)的奇系数的个数记作

卢(P)．

显然，(戈2一髫+1)“一(戈2+戈+1)8．

下面研究：P。(戈)=(戈2+z+1)“的奇系

数的个数问题．

易用数学归纳法证明：当n=29(q∈

Z+)时，P。(艽)一菇h+戈“+1．

这样，可以联想到将自然数n转换成二

进制考虑．

先考虑一种简单情况：

n=2“一l(m∈N+)．．

一设m=2k+1(k∈N)．则

A缪。
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n：22‘“一1 E 1 f mod 3)．

考虑多项式

Tn-1 Tn-4

尺(z)=(戈+1)f∑戈”3‘+∑戈弘1+戈“
、k=0 k=0 ／

n．I．／、 2“+2+1则卢(R)=—≠．
R(戈)(戈2+戈+1)

n+l n一2

～(名+1)(∑戈”‘+∑刈+
、女=0 ^：0 ，

戈“一1(x2+戈+1)

～戈2“+2+戈“+1+1．

且P。(戈)(戈2+工+1)～算2n+2+茗川+1．

于是，卢(P。)：卢(月)：车粤．
再设m=2k(k∈N+)．则

n=2孤一1-0(rood 3)．

考虑多项式
n一3

3

Q(戈)=(z+1)∑(石”2“‘+戈3‘)+戈“．

同理，卢(尸。)：卢(Q)：半≥．

故卢(P：叫(算))：坐善≠_．
下面考虑一般情况：将n∈N+用二进

制表示，

n=(掣紫掣辫⋯掣紫)：，
其中，n。、bi∈N+，bl≥0．

令S。=∑(6j+o，)+bi(i=1，2，⋯，而)．

则n=∑25-(2“一1)，

P。(戈)=Ⅱ(戈2+石+1)2屯‘2q一’

～血(戈：5l“+X2si+1)2“～．

故卢(P。)：血坐2二(二坐．
(潘铁天津市实验中学，300074)

(上接第13页)

引理2的证明 分别将，(A。)，／(A：)，

⋯，八A川)及A。，A：，⋯，Ak+t依次放在一个
圆周外侧、内侧．则由式②知外侧相邻两项之

差的绝对值在区间(0，1)中．

设八A，)_，纂p+，If(aj)}，
f(a。)_㈦m鲫ax，{八今)}·

南∑f(a，)=k∑y，=o， ③

得八A。)≤0刚A。)．
若八A，)=，(A。)，则

八A，)=0(J=1，2，⋯，k+f)．

结论显然成立．

下设八A，)<八A。)．

八A，)、f(a，)将圆周分成两段圆弧，由
引理1知，在每段圆弧上各至少存在一个数

f(a。)、I(A。)在区问【一丢，≥]中．
若A。≠A。，则引理2成立．

下设A。=4。．

若M≠口，则A。+。=A⋯(t=1，2，⋯)．

从而，{Aj}沿圆周周期排列．取最小正周

期为7：

{A。川，I扛o，1，⋯}将网周分成掣竣．
每段上都有A，一=A，，A。，=A。．于是，在弧

(A，，，A，，)与(A，，，A，‰，)中各有一个／4。一、A。一，

满足／(“)、f(a。，)在区问【一虿1，÷]中，其
中，s∈{一1，1}，与q’一P 7同号．

显然，A。，≠A。，．否贝0，A。，=A。，，贝0{／l，}以

I“7一秽’f为周期，但I“’一移’I<T，矛盾．

若M=口，贝0 u=口=p或q．

由式③知，存在r≠¨，使得．厂(／4，)在区问

卜虿1，丢】中．
同上知引理2成立．

同到原题．

由引理2，知满足式①的k元子集／4 7至

少有芸并个．
1 r、k

从而，S至少有等并个好的子集．
参考文献：
[1]李建泉译．第49届IMO预选题(二)[J]．中等数
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