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11．1．在一个由若干个城市组成的国家

中，其某些城市之间有道路相连，满足：

(1)所有道路互不相交；

(2)对任意两个城市都可以从一个城市

出发沿道路走到另一个城市(中间可能通过

其他城市)．

已知在每个城市中都设置了一个里程表

写有从这个城市出发开车途经所有城市所走

过路程的最小值(同一城市可能经过几次)．

证明：任意两个城市里程表上的数字的比不
2

超过÷．
二

11．2．设数列口。，n：，⋯满足口1∈(1，2)，

且。川=口I+÷(k=1，2，⋯)．证明：至多存
¨★

在一个正整数对(i，，)(i<J)，使得oj+口，为

整数．

11．3．在四面体ABCD中，所有的平面

角都不是900，△ABC、△ABD、△ACD的垂

心共线．证明：四面体外接球球心与棱AB、

AC、AD的中点共面．

11．4．令S表示平面上满足髫2+y2≤1010

的所有整点x，Y)组成的集合．甲乙两人(由

甲开始)轮流依次指定S中的两两不同的点

A，，A2，⋯满足：Ai(i=1，2，⋯)与A㈠关于原

点不对称，且A。A川<A⋯AⅢ．一个人如果

(髫l一菇2)2+(y1一托)2+(z1一Z2)2≤3(n一1)2．

依题意知，S中任意两点之问的距离互

不相同，故C；≤3(n一1)2，即

t2一t≤6(n—1)2．

于是，t≤告+÷撕再瓦盯再了广<n万

(最后一个不等式等价于1+24(凡一1)2<

(2n√苔一1)2，展开后移项即可得到)．

另一方面，对s中的任意两点

(戈i，Yi，毛)、(xj，乃，彳f)，考虑集合{口，b，c)(允

许出现重复元素)，其中，

口=I戈。一巧I，b=I Yi—y,-l，c=I毛一乃I．

依题意知，所得的a，b，c)两两不同，且

0≤n、b、C≤，l一1，口、b、c不全为0．于是，

C；≤c：+2C：+C：一1． ①

故C；<C：+2C：+c：．

解得f<了1+√{+了1 n(凡+1)(rt+2)．

当n≥3时，有f<(凡+2)√詈．
事实上，只需证明：

i1+√÷+可1尼(n+1)(扎+2)

≤(¨2)√子

弓+尹1(n+1)(n+2)

≤【(n+2)√号一虿1】，
展开后移项即可知此不等式在n≥3时成立．

于是，当n≥3时，总有

t一<min卜2，店，叫． ②

面当圮=1时，t=1；

当凡=2时，由式①知t≤3．

此两种情况下，式②仍成立．

(郭 民捏供)
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轮到他时，已无点可以指定，则称他失败．问：

甲乙两人谁有必胜策略?

11．5．已知l<a≤6≤e．证明：

log。b+l096 C+log。o

≤l096 a+log。b+log。c．

11．6．一个10 X 10的国际象棋棋盘上

有k个车．棋盘上可以被某个车攻击的方格

称为“危险的”(车本身所在的方格也称为危

险的)．如果去掉任意一个车后都至少有一

个危险的方格变为不危险的，求k的最大可

能值．

11．7．在ETABCD中，Al、C1分别是边AB、

BC上的点，线段AC。、CAl交于点P，△AA。P

和△CC。P的外接圆的第二个交点Q位于

△ACD的内部．证明：

么PDA=么QBA．

11．8．同10．8．

参考答案

11．1．考虑一条途经所有城市的最短的

路线Z。设z的起点、终点分别为A、B，长度为

Ⅳ．则在城市A、B的里程表上的数字为Ⅳ．令

C是另外任意的城市．则城市C在Z上．故城

市c沿z到城市4和B之一的长度不大于芸

(不妨设到城市A)．从城市C出发沿Z到城

市A，然后沿z到城市B总长度不大于掣且

通过所有城市，这表明，城市C里程表上的

数字不大于掣，也不小于Ⅳ(因为N是所有

连接路线长度的最小值)．

11．2．令b＆=口^一k．贝0

咄-=bk-，+彘舶t(卜去)．
由b1>0，得b^>O，且b㈧<b々．

特别地，有bI≤bI<1．
1

●

注意到b2=口1+二一2关于口l∈(1，2)

递增．故

1 1

0<b2<2+÷一2=31-．
』0 丘

1

由此知当后≥2时，bI≤62<÷．
』。

如果8}+aj为整数，则b。+玩也为整
1

数．因此，它们之一(不妨设b。)不小于÷．这
二

表明，k=1，6j=1一b，。但由数列{b。}的单调

性得到那样的，至多一项．

11．3．设AB，、ACl、ADl分别是△ACD、

△ABD、△ABC的高．则三个三角形的垂心

分别在AB。、AC。、AD。上且不与顶点A重合．

由于它们位于一条直线Z上，故AB。、

AC．、AD。在含点A和Z的平面a上，点艿。、

C，、D，位于平面0c和平面BCD的交线上．

令A 7是点A在平面BCD上的投影．则由

三垂线定理知点B。、C．、D，分别是A’在CD、

BD、BC上的投影．这表明，点A’、C、日。、D。位

于以A’C为直径的～·个圆周上，点A 7、D、昱，、

C。位于以A 7D为直径的一个圆周上．故

／(BC，A 7c)=么(D。C，A’C)
。

=么<D。B。，A7B。)=么(C，艿。，A’B。)

=么(C，D，A’D)=么(BD，A 7D)，

其中，么<a，6)表示直线a逆时针方向到直

线b的夹角，它在mod丌下唯一确定．

由么(BC，A’C)=么(BD，A’D>，知点A’

位于△BCD的外接圆上，当然也位于四面体

ABCD的外接球s上。S的球心D位于AA’的

垂直平分面卢上．

显然，AB、AC、AD的中点也位于平面p

上(因为△ABA’、△ACA’、△ADA 7都是直角

三角形)．

11．4．甲有必胜策略．

对一个更一般的集合S证明命题：如果

S是一个包含原点且在绕原点旋转900的变

换下保持不变的有限点集，则甲有必胜策略．

设集合．s由n个点组成．
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对昆用归纳法证明加强命题．

事实上，若凡=l，则S只含原点一个点．

甲首先指定原点，则乙无点可选．甲获胜．

设凡>l，且假设命题对一切小于rt的值

都成立．由于5在旋转90。下保持不变，故

rt>15．

考虑5中任意关于原点不对称的两个点

所连线段．设这些线段长度的最大值为d，并

设长度为d的线段为A，B。，A：B：，⋯，A。B。

(Ai、Bi不一定两两不同)．

先指出原点0一定不是A；、Bi中的点．

如不然，设OA=d．点A绕原点旋转90。得点

曰．由条件B∈Js，但AB=在OA=拉d>d，

矛盾．

令S’=s＼U{A；，廖小则s 7包含原点且在

旋转90。下保持不变．

下面指出：若某人先选择了Is’外的点

(如Ai)，则另一人可选择日i，由于Ai日i已经

是最长的了，接下去的人已无点可选，即先选

S’以外的人失败．

由于IS7I<15l-n，及归纳假设，甲在S’

中有必胜的策略．这样，从一开始甲就按其在

S’中必胜策略选点．如果乙始终在S7中选点

的话，由归纳假设，甲将获胜。如果在某一步，

乙在S7外选点，则由前面讨论，也是甲获胜．

11．5．令菇=log。b，Y=l096 C．则原不等

式变为

戈+"Z菇，，<lz+专+xy．菇V Z V

上式通分整理得

幽!z二堕(．型土2．≥o．
巧

因为戈、y≥1，所以，上式显然成立．

11．6．后一=16．
考虑棋盘上有满足题设的k个车．有两

种情况需要考虑．

(1)每行(列)都有车。

此时，所有方格都是危险的．如果有一行

(列)至少有两个车，则去掉其中一个车后，

所有的方格仍然都是危险的．矛盾．

故每行(列)都只有一个车．则k=10．

(2)至少有一行和一列没有车．

对于每个车，在其所在的行(或列)中只

有它一个车(否则，去掉这个车后不减少危

险方格的个数)．将这个车对应这个行(或

列)．如果所有车共对应了9行(或列)，则

k=9；如果所有车对应的总行数和总列数都

不大于8，则k≤8+8=16．

k=16的例子．

16个车所在方格为

(1，i)、(i，1)(i=3，4，⋯，10)．

去掉方格(1，i)中的车后，方格(2，i)由危险

变为不危险；去掉方格(i，1)中的车后，方格

(i，2)由危险变为不危险．

11．7．令圆出小tOc分别表示△AA，P、

△CC。P的外接圆，射线AQ、CQ分别交边

CD、AD于点C2、A2。

由AB／／CD及A、A，、P、Q四点共圆得

么PCC2=1800一么AAjP

=／AQP=180。一／PQG2。

故C、P、Q、C：四点共圆．

于是，点C：位于圆tO。上．

同理，点A：位于圆∞。上．

进一步，由于A、A。、P、A：四点共圆及

AB／／CD，有

么A2PC=180。一么AlPA2

=么A1AA2=1800一／A2DC，

即A：、P、C、D四点共圆．则

么PDA=么PDA2=么PCA2=么PCQ．

同理，曰、A。、Q、c四点共圆，有

么Q鲋=么QCA。=么PCQ．

故么PDA=么PCQ=么QBA．

11．8．同10．8．

(李伟固提供)
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