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加试不等式---几个重要不等式 

1. 均值不等式 

2. 柯西不等式 

3. 舒尔不等式  0, ( )( ) 0.r

cyc

x y z r x x y x z   设 、 、 是实数.则  

当 1r  时，舒尔不等式有下面几几种变形： 

3 3 3 2 2 2 2 2 2(1) ( ) 3 0.x y z x y xy x z xz y z yz xyz           

(2) 3( ) 4( ) ( ) 9 0;x y z x y z yz zx xy xyz           

（3） ( )( )( ).xyz x y z y z x z x y        

4.切比雪夫不等式  

1 2 1 2

1 1 1

... , ... ;
n n n

n n i i i i

i i i

a a a b b b a b n a b
  

        设 ，则  

1 2 1 2

1 1 1

... , ... .
n n n

n n i i i i

i i i

a a a b b b a b n a b
  

        设 ，则  

例1 设
2

1 1
3.

1 ( )
a b c ab bc ca

a b c abc
   

 
、 、 是正实数，且 求证：  

例2 设 x y z、 、 是正实数，且 3.x y z   证明
3 3 3

3 3 3

1 2
( )

8 8 8 9 27

x y z
xy yz zx

y z x
     

  
 

例3 设 x y z、 、 是非负实数，且 2 2 3 3.x y z   证明：

2 2 2
3

x y z

x y z y z x z x y
  

     
 

例4 设
1

( , ),
6

a b c 、 、 且 2 2 2 1.a b c   证明： 

      
2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1
2 ( )

2 3 2 3 2 3

a b c
a b c

a ab c b bc a c ca b

  
    

     
 

例5 已知a b c、 、 是正实数，证明： 3 3 3 3 3 3 3 3( ) 4 4( )a b c a b b c c a      

例6 设 x y z、 、 是正实数，且
3

1. .
2

y yx x z z
x y z

y z z x x y
     

  
证明：  



2011 年全国高中数学联赛代数与不等式强化辅导材料-----王峰 

使用时间 2011 年 6 月 6 日---2011 年 7 月 6 日 

 2 

例7 设a b c、 、 是正实数，证明
4 4 4

1 1 1 25
a b c

b c c a a b

   
      

     
 

例8 设 x y z、 、 是正实数，证明：
3 3 332 .

xy yz zx
x y z

z x y
      

例9 已知 1,a b c ab bc ca  、 、 是正实数，且 证明： 

 
1 1 1 27

.
1 1 1 31

bc a ca b ab c
a b c

  

     

 

例10 设 x y z、 、 是正实数，且 1.x y z    k是正整数.证明： 

2 2 2

1 1 1

1

7

k k k

k k k k k k k k k

x y z

x y z y z x z x y

  

  
  

     
 

加试不等式---加权平均值不等式 

加权平均值不等式 

1 1 1

0( 1,2,... ), 1. .
inn n

i i i i i i

i i i

a i n a a



  
  

     设 、 且 则  

例1 设 1 1 1 1
0, 1. .

3

a b ca b c a b c a b c      、 、 且 求证：  

例2 设 0, 1.a b c abc 、 、 且 求证： 1.b c c a a ba b c     

例3 设   30, .
a b c

a b ca b c a b c abc
 

 、 、 求证：  

例4 设a b c、 、 是三角形的三边长，求证：      _
a b c a b ca b c b c a c a b a b c       

例5 设 0, .a b c c a ba b c a b c a b c 、 、 求证：  

例6 设a b c、 、 是三角形的三边长，求证：      + .
a b c b c a c a b b c aa b c b c a c a b a b c
     

       

加试不等式---关于一个代数不等式加强 

题目：已知
1 1 1 3

, 1. + 4a b c R abc
a b c a b c

    
 

、 、 求证：  

 

加强命题：设
1 1 1 6

, 1. + 5a b c R abc
a b c a b c

    
 

、 、 求证：  
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加试不等式---含“abc = 1”的条件不等式 

 

1 降元 

例1 设 , 1.a b c R abc 、 、 且 证明：
1 1 1 3 2

.
21 1 1a b c

  
  

 

练习.求证：对任意的正实
2 2 2 2 2 2

3 2
1

2

a b c
a b c

a b b c c a
   

  
、 、 ，都有  

2 用“1”代换 

例2 设
5 5 5 5 5 5

, 1. 1.
ab bc ca

a b c R abc
a b ab b c bc c a ca

    
     

、 、 且 求证：  

3 换元 

3.1 利用
1 1 1

, ,a b c
x y z

   的倒数代换  

例3 设
3 3 3

1 1 1 3
, 1. .

( ) ( ) ( ) 2
a b c R abc

a b c b c a a a b

    
  

、 、 且 证明：  

3.2 利用 , ,
x y z

a b c
y z x

   的分式代换 

例4 设
1 1 1

, 1. 1.
1 2 1 2 1 2

a b c R abc
a b c

    
  

、 、 且 求证：  

例 5 已知
1 1 1 3

, 1. + 4a b c R abc
a b c a b c

    
 

、 、 求证：  

3.3 ；利用 3 3 3, ,a x b y c z   的高次代换 

例 6 设
1 1 1

, 1. 1.
1 1 1

a b c R abc
a b b c c a

    
     

、 、 且 求证：  

例7 设实数 x y z、 、 都不等于 1,满足 1.xyz  求证：
2 2 2

2 2 2
1.

( 1) ( 1) ( 1)

x y z

x y z
  

  
 

4 巧设参数 

例 8  设
1 1 1

, 1. 1.
1 2 1 2 1 2

a b c R abc
a b c

    
  

、 、 且 求证：  

练习  设a b c R、 、 ，且满足 1.abc  证明：
1 1 1

1 1 1 1.a b c
b c a

   
         

   
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加试不等式---相关联的几道不等式（母不等式） 

题目 1 设T 是一个周长为 1的三角形，a b c T、 、 为 的三边长.  

2 2 213 1
4 .

27 2
a b c abc    证明：  

提示：易得： 2 2 2 1 1 1 1
4 = 4( )( )( )

2 2 2 2
a b c abc a b c        

题目 2 已知
7

0 1. 0 2 .
27

x y z x y z xy yz zx xyz        、 、 ，且 证明：  

3 , 3.ABC a b c a b c   题目 设 的三边长为别为 、 、 且   2 2 2 4
, ,

3
f a b c a b c abc   求 的最小值. 

题目 4 设T 是一个周长为 2的三角形， Tx、y、z为 的三边长. 

证明：
28

.
27

xyz xy yz zx     

题目 5 在 ABC 中，a b c、 、 为其三边长.求证： 

2 2 2 3 3 3( ) ( ) ( ) 4 .a b c b c a c a b abc a b c          

题目 6 在 ABC 中， 2.a b c a b c  、 、 为其三边长，且满足 求证： 

2 2 2 2 2.a b c abc      

加试不等式--- 条件为 ab+bc+ca=1 的一类不等式 

例 1 设 0,a b c 、 、 且
2 2 2 2 2 2

2 2 2
1. 3.

1 1 1

b c c a a b
ab bc ca

a b c

  
     

  
求证：  

例 2 设 0,a b c 、 、 1.ab bc ca   求证： 3 3 3 2 .a a b b c c a b c         

例3 设 0,a b c 、 、 1.ab bc ca   求证：
2 2

1 1 1
.

(1+ )(1 ) 8a b abc a b


 
   

例4 设 0,a b c 、 、 1.ab bc ca   求证： 

3 3 3

2 2 2

3
.

1 1 1 4

a b c

b c a
  

  
 

例5 设
1 1 1 1

0, .a b c
a b c abc

   、 、 且 求证：
2 2 2

3 3
.

1 1 1 4

a b c

a b c
  

  
 

例6 设 0,a b c 、 、
2

1 3
. .

21
ab bc ca abc

a
   


求证：  
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加试不等式---嵌入不等式（母不等式） 

定理 1 对 ABC 和任意的实数 x y z、 、 均有
2 2 2 2 cos 2 cos 2 cos .x y z yz A zx B xy C     （母不

等式） 

其中当且仅当 : : sin :sin :sinx y z A B C 时，等号成立. 

定理 2 对 ABC 和任意的实数 x y z、 、 和正整数 n,均有

2 2 2 12( 1) ( cos cos cos ).nx y z yz nA zx nB xy nC       

题 1 在 ABC 中，求证：
1

cos cos cos .
8

A B C    

题 2 在 ABC 中，求证：cos 2(cos cos ) 2.A B C    

题 3 在 ABC 中，求证：
5

cos 3(cos cos ) .
2

A B C    

题 4 对 ABC 和正实数 ,p q r、 、 求证：
1

cos cos cos .
2

qr rp pq
p A q B r C

p q r

 
     

 
题 5 设

0,a b c 、 、
2

1 3
. .

21
ab bc ca abc

a
   


求证：  

题 6 设 ABC 为锐角三角形.求证：

2 2 2
cos cos cos

8cos cos cos 4.
cos cos cos

A B C
A B C

B C A

     
        

     
 

题 7 设
1 1 1 1

cos
0 0(1 , 1), , cot

sin

n n n n
i

i i i i i

i i i ii

i n n b
a


    

   

          、 且 则  

题 8 设a b c x y z、 、 是给定的正实数，求所有的正实数 、 、 满足方程组  


2 2 2

,

4 ( ) .

x y z a b c

xyz a x b y c z abc

    

   
 

题 9 已知 x y z、 、 为正实数， 求证 .x y z xy yz zx      

题 10 设正数 4.u v w u v w  、 、 满足 求证： .
vw wu uv

u v w
u v w

      

题 11  已知 180 ( 0 4cos 5coso             、 、 ）.求3cos 的最大值. 
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2011 加试试题选讲（代数部分）需要补充的几个重要问题 

一．函数方程（赋值、换元、柯西、递归、不动点） 

1.确定所有的函数 RRf : ，其中 R 是实数集，使得对于任意 Ryx ， 恒有：

1)()())(())((  xfyxfyffyfxf  

二．离散函数与函数最值 

2.给定整数 ( 3)n n  ，实数 1 2, , , na a a 满足：
1
min | | 1i j
i j n

a a
  

  ，求 3

1

| |
n

k

k

a


 的最小值。 

3.求最大的实数 a，使得
2 2 2 2 2 2

x y z
a

y z z x x y
  

  
，对所有的正实数 , ,x y z均成立。 

4.设 , ,x y z是三个不全为 0的实数，求
2 2 2

2xy yz

x y z



 
的最大值 

5.设 1 2
1 2 2 2 2

1 2 2 3

( , , , )
(1 ) (1 ) (1 )

n
n n

n n n

xx x
f x x x

x x x x x x x
   

        
 

求 nf 的最大值 nm （其中 0ix  ，并且用 1nm  表示 nm ），并求 lim n
n

m


 

6.设非负实数 ( 1,2, , )ia i n 满足： 1 2 1na a a    ，求： 

1 2 1

2 3 1 3 1 2 11 1 1n n n

a a a

a a a a a a a a a 

  
           

的最小值。 

7. n 为给定整数， min2, ,n c 确定 使不等式
4

2 2

1 5 1

( ) ( )
n

i j i j i

i j i

x x x x c x
   

   对一切非负实数

1 2, , , nx x x 恒成立. 

8.设 0( 1,2,3,4)ia i  满足 1 1i ia a   ，规定 5 1a a ， 6 2a a ， 7 3a a  

求证：
34

1 1 2 3

1

3

i

i i i i

a

a a a   


 

   

9.设正数 a 、b、 c 、 x 、 y、 z满足 abzcy  ； bcxaz  ； .caybx  求函数

z

z

y

y

x

x
zyxf










111
),,(

222

的最小值。 
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10.设实数 1 2, , , [ 1,1]na a a   ，求证：
1 11

1 1

1 1

n n

i ii i ia a a 


 

  （约定 1 1na a  ） 

11.已知 , , , 10a b c R a b c    ，且 2 , 2 , 2a b b c c a   ，求abc的最小值 

12.已知 , , ( 1,1)x y z  ，且
1

36
xyz  ，试求函数

2 2 2

1 4 9

1 4 9
u

x y z
  

  
的最小值。 

13.已知函数 )0()( 23  adcxbxaxxf ，当 10  x 时， 1)(  xf ，试求 a的最大值. 

14.数列{ }na 的定义如下： 1

1

2
a  ，

2

1 2 1

n
n

n n

a
a

a a
 

 
，证明：

1

1
n

i

i

a


  

15.数列 na 满足 ),2,1(
1

,
3

1
2

2

11 


  n
aa

a
aa

nn

n

n .求证: 

nn naaa
2212 3

1

2

1

3

1

2

1
1




  

2011 年全国高中数学联赛试题加试题代数部分预测试题 

二、（本题满分 40 分） 

已知 ,i ia b 都是正数（ ( 1,2, )i n ,并且 1i ia b  。 

求  2 2

2 2
1 1

1
n n

i i
i i

i ii i i i

a b
a b

a b b a 

 
   

  
  的最小值。 

 

 

 

二、（本题满分 40 分） 

求最小实数 M，使得对于一切实数 a,b,c 都成立不等式    

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( )ab a b bc b c ca c a M a b c         

 


