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1. 已知 3
1

min
2

2

=
+

+
∈ x

bax
Rx

. 

（1）求 b 的取值范围；（2）对给定的 b,求 a. 

解法 1  记
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baxxf . 由 bf =)0( 知， 3≥b ，且易知 0>a .  

（i）当 02 ≥− ab 时， 
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等号当
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abxa 时，即

a
abx 2−

±= 时取到 

此时，
2

92 −±
=

bba ，特别当 3=b 时，
2
3

=a  

（ii）当 02 <− ab 时，令 )1(12 ≥=+ ttx  

t
abattgxf −

+== )()(  当 1≥t 时单调增加，所以 

3)1()(min ==−+== babagxf ，此时
2
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综上所述：（1）b 的取值范围是 ),3[ +∞  

         （2）当 3=b 时，
2
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≥a ；当 3>b 时，
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解法 2  设
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（i）当 02 ≤− ab 时，令 0)(' =xf 得驻点 00 =x ，且有 

0<x 时， 0)(' <xf ； 0>x 时， bfxf =⇒> )0(0)(' 为最小值 

所以 3=b  

即○1 3=b ，○2 2
ba ≥  

（ii）当 02 >− ab 时，令 0)(' =xf 得驻点 00 =x ，
a

abx 2
2,1

−
±=  

此时易知 bf =)0( 不是最小值 3>⇒ b ， )( 2,1xf 为最小值 
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即○1 3>b ，○2 2
92 −±

=
bba  

综上所述：（1）b 的取值范围是 ),3[ +∞  

         （2）当 3=b 时，
2
3

≥a ；当 3>b 时，
2

92 −±
=

bba  

 

2. 已知 a、b、c 为两两互质的正整数，且 )(,)(,)( 332332332 baccabcba +++ ，求

a、b、c 的值。 

解答  由题设可得到： )(,)(,)( 333233323332 cbaccbabcbaa ++++++ ，又因

为 a、b、c 两两互质，所以 )( 333222 cbacba ++ 。不妨设 cba ≥≥ ，所以 

3
3

22
2223333 cbacbacbaa ≥⇒≥++≥  

又 4

44
32333 18

9
22

c
bcbbacbb ≤⇒≥⇒≥+≥  

当 12 ≤⇒≥ bc ，与 cb ≥ 矛盾。所以 1=c 。显然（1,1,1）是一组解。 
当 2≥b 时， cba >> 。 



由
2

12)1(
2

223333322 bababaababa ≥⇒≥++≥⇒++  

又由
4

1)1(
4

2332 babba ≥≥+⇒+ ：当 5>b 时，无解；经验证， 2=b ， 3=c 。所

以满足条件正整数为 
（1,1,1），（12,3），（1,3,2），（2,1,3），（2,3,1），（3,2,1），（3,1,2）。 
 

  3．设集合 { }50,,3,2,1 =M ，正整数 n 满足：M 的任意一个 35 元子集中至少存在

两个不同的元素 ba, ，使 nba =+ 或 nba =− .求出所有这样的 n. 

 解答  取 }35,,3,2,1{ ⋅⋅⋅=A ，则对任意 Aba ∈, ， 693534, =+≤+− baba  

   下面证明 691 ≤≤ n . 设 35213521 },,,,{ aaaaaaA <⋅⋅⋅<<⋅⋅⋅=  

   （i）当 191 ≤≤ n 时， 

   考虑 501 3521 ≤<⋅⋅⋅<<≤ aaa  

       6919501 3521 =+≤+<⋅⋅⋅<+<+≤ nanana  

由抽屉原理，存在 35,1 ≤≤ ji ，使 ji ana =+ ，即 naa ji =−  

（ii）当 6951 ≤≤ n 时， 

    由 501 3521 ≤<⋅⋅⋅<<≤ aaa  

      681 13435 ≤−<⋅⋅⋅<−<−≤ ananan  

由抽屉原理，至少存在 35,1 ≤≤ ji ，使 ji aan =− ，即 naa ji =+  

（iii）当 2420 ≤≤ n 时， 

由于 1040502501)12(50 =−≤−=++− nn  

所以 3521 ,,, aaa ⋅⋅⋅ 中至少有 25 个属于 ]2,1[ n  

又由于 }2,{,},2,2{},1,1{ nnnn ⋅⋅⋅++ 至多有 24 个 

存在 ji aa , ，使 },{},{ iniaa ji += ，所以 naa ij =−  

（iv）当 3425 ≤≤ n 时， 

由 }2,{,},2,2{},1,1{ nnnn ⋅⋅⋅++ 至多有 34个 

由抽屉原理，存在 ji, 使 inaia ji +== , ，即 naa ij =−  



（v）当 35=n 时， 

}50{,},36{},35{},18,17{,},33,2{},34,1{ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ 共 33 个 

所以，存在 35,1 ≤≤ ji ，使得 35=+ ji aa  

（vi）当 5036 ≤≤ n 时， 

若 12 += kn ， }50{,},12{},1,{,},12,2{},2,1{ ⋅⋅⋅++⋅⋅⋅− kkkkk  

  当 2018 ≤≤ k 时， 1436502501)12(50 =−≤−=++− kk  

  当 2421 ≤≤ k 时， 842502501)12(50 =−≤−=++− kk  

  均存在 ji, 使 nkaa ji =+=+ 12  

若 kn 2= ， }50{,},12{},2{},{},1,1{,},22,2{},12,1{ ⋅⋅⋅++−⋅⋅⋅−− kkkkkkk  

  当 1918 ≤≤ k 时， 163)12(50 ≤++− k  181191 =−≤−k  

  当 2320 ≤≤ k 时， 1222503)12(50 ≤+−≤++− kk  221231 =−≤−k  

  当 2524 ≤≤ k 时， 422503)12(50 ≤+−≤++− kk  241251 =−≤−k  

  所以，均存在 ji, 使 kaa ji 2=+  

4．如图，过 ABC∆ 的外心O任作一直线，分别交边 ,AB AC 于 ,M N ， FE, 分别是

,BN CM 的中点.证明： EOF A∠ = ∠ . 

  先证引理：如图，过 O 的直径 KL 上的两点 ,A B 分别作弦

,CD EF ，连 ,CE DF ，分别交 ,K L 于 ,M N ，若OA OB= ，则

MA NB= . 

   引理证明：设CD EF P= ，直线 ,CE DF 分别截 PAB∆ ，

据梅涅劳斯定理， 1AC PE BM
CP EB MA

⋅ ⋅ = ， 1BF PD AN
FP DA NB

⋅ ⋅ = ； 

则
MA AC AD PE PF BM
NB BE BF PC PD AN

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
    ……① 

而由相交弦，得 PC PD PE PF⋅ = ⋅  ……② 

若 O 的半径为 R ，OA OB a= = ，则 

2 2AC AD AK AL R a BK BL BE BF⋅ = ⋅ = − = ⋅ = ⋅  …③，据①②

③得， 
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MA MB
NB NA

= ，即 1MA MA AB AB
NB NB AB AB

+
= = =

+
.因此MA NB= .引理得证. 

回到本题，如下图（两图都适用），延长MN 得直径 

1KK ，在直径上取点 1M ，使 1OM OM= ，设 1 1CM O A= ，连 1A B 交 1KK 于 1N ，由

引理， 1 1MN M N= ，（右图中则是 1 1M N MN= ）因此，O是 1NN 的中点，故 ,OE OF 分

别是 1NBN∆ 及 1MCM∆ 的中位线，于是得 1EOF BA C A∠ = ∠ = ∠ . 

  
 
 
 
 
 
 
 

 

第一天(2011.7.28) 
 

5．设 0 0 0, ,AA BB CC 是 ABC∆ 的三条角平分线，自 0A 作 0 1A A ∥ 0BB ， 

0 2A A ∥ 0CC ， 1 2,A A 分别在 ,AC AB 上，直线 1 2 3A A BC A= ；类似得到点 3 3,B C ． 

证明： 3 3 3, ,A B C 三点共线． 

 

 

 

 

 

 

证明：据梅尼劳斯逆定理， 

只要证，
33 3

3 3 3

1
CAAB BC

B C A B C A
⋅ ⋅ =   …… ① 

由于直线 1 2 3A A A 截 ABC∆ ，得
23 1

3 2 1

1
BACA AA

A B A A AC
⋅ ⋅ = ，所以 

3 2 1

3 2 1

CA A A A C
A B BA AA

= ⋅  …… ②； 
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同理有 3 2 1

3 2 1

AB B B B A
B C CB BB

= ⋅  …… ③， 3 2 1

3 2 1

BC C C C B
C A AC CC

= ⋅ ……  ④． 

由 0
2 0

BCBA BA
BC

= ⋅ ，
0

2 0

AA
AA AC

AI
= ⋅ ，得

2 0 0

2 0 0

AA AA AC BC
BA BA BC AI

⋅
= ⋅

⋅
 … ⑤ 

又由
0

1 0

AA
AA AB

AI
= ⋅ ，

0
1 0

CA
CA CB

CB
= ⋅ ，得

1 0 0

1 0 0

A C CA CB AI
AA AA AB BC

⋅
= ⋅

⋅
… ⑥ 

据②、⑤、⑥得

2

3 0 00 0

3 0 0 0 0

CA CA CAAC CB
A B BA BC AB A B

 
= ⋅ ⋅ =   

 
； 

同理可得，

2

3 0

3 0

CB CB
B A B A

 
=  
 

，

2

3 0

3 0

AC AC
C B C B

 
=  
 

                 …… ⑦ 

由于 ABC∆ 的三条角平分线 0 0 0, ,AA BB CC 共点，由塞瓦定理， 

00 0

0 0 0

1
CAAB BC

B C A B C A
⋅ ⋅ =  …… ⑧，于是由⑦、⑧得， 

2

3 03 3 0 0

3 3 3 0 0 0

1
CA CAAB BC AB BC

B C A B C A B C A B C A
 

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =  
 

，即①成立，因此结论得证． 

 

6．设 nPPP ,,, 21  为平面上 n 个定点，M 是该平面内线段 AB 上任一点，记 MPi 为

点 iP 与 M 的距离， ni ,,3,2,1 = ，证明： 
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   解答  设原点为 O，则有： OBtOAtOM )1( −+=  )1,0(∈t  

   |)1()1(||||| iiii OPtOPtOBtOAtOPOMMP −−−−+=−=  

         ||)1(||||)1(|| BPtAPtOPOBtOPOAt iiii −+=−−+−≤  

   因此
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7．设数列{ }na 满足： 1 2 1 21, 7 , 3n n na a a a a n− −= = = − ≥ ．证明：对于每个
*n N∈ ，



1 2n na a ++ + 皆为完全平方数． 

  证：易求得数列开初的一些项为：1,1,6,41,281,1926，…， 

注意到，
2 2 2 2

1 2 2 3 3 4 4 52 2 , 2 3 , 2 7 , 2 1 8a a a a a a a a+ + = + + = + + = + + = ，…， 

构作数列{ }nx ： 1 2 1 22, 3, 3 , 3n n nx x x x x n− −= = = − ≥ ，则对每个
*n N∈ ， nx 为正整数． 

我们来证明：对于每个
*n N∈ ，皆有：

2
1 2n n na a x++ + = ． 

  引理：数列{ }nx 满足：对于每个
*k N∈ ，

2
2 1 5k k kx x x+ +− = ． 

  引理证明：令
2

2 1( ) k k kf k x x x+ += − ，则 

2 2
2 1 1 1( ) ( 1) ( ) ( )k k k k k kf k f k x x x x x x+ + − +− − = − − − 2 2

2 1 1 1( ) ( )k k k k k kx x x x x x+ + − += + − +  

2 1 1 1 1 1( ) ( ) 3 3 0k k k k k k k k k kx x x x x x x x x x+ + + − + += + − + = − = ． 

所以 ( ) ( 1)f k f k= − ，于是
2

1 3 2( ) ( 1) ( 2) (1) 5f k f k f k f x x x= − = − = = = − = ． 

    回到本题，对 n 归纳，据数列{ }na 的定义，
2 2

1 2 1 2 3 22 4 , 2 9a a x a a x+ + = = + + = = ， 

若结论直至 ( 2)n n ≥ 皆已成立，则对于 1n + ，有 

1 2 1 12 (7 ) (7 ) 2n n n n n na a a a a a+ + − ++ + = − + − + 1 17( 2) ( 2) 10n n n na a a a+ −= + + − + + −  

2 2 2 2 2 2
1 1 1 17 10 (3 ) 2 10 (3 )(3 ) 2 10n n n n n n n n n nx x x x x x x x x x− − − −= − − = − − − = − + − −  

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1( 2 ) 2 10 2( 5)n n n n n n n n nx x x x x x x x x+ + − + − + += + − − = + − − = ． 

即在 1n + 时结论也成立．故本题得证． 
 

8．将时钟盘面上标有数字1,2, ,12 的十二个点，分别用红、黄、蓝、绿四种颜色各

染三个点，现以这些点为顶点构作n 个凸四边形，使其满足： 

（1）每个四边形的四个顶点四色都有； 

（ 2 ）任何三个四边形，都存在某一色，该色的三个顶点所标数字各不相同． 

求n 的最大值． 

解：为叙述方便，改用 , , ,A B C D 分别表示这四种颜色，而同色的三点，则分别用

1 2 3, ,a a a ； 1 2 3, ,b b b ； 1 2 3, ,c c c 以及 1 2 3, ,d d d 来表示． 

今考虑其中一色，例如 A色；若在这 n 个四边形中， A色点 1 2 3, ,a a a 出现的次数分别为



1 2 3, ,n n n ，则 1 2 3n n n n+ + = ，且设 1 2 3n n n≥ ≥ ； 

如果 10n ≥ ，则 1 2 7n n+ ≥ ；再考虑这7 个四边形（其 A色顶点要么是 1a ，要么是 2a ），

它们中 B 色点 1 2 3, ,b b b 出现的次数分别为 1 2 3, ,m m m ，则 1 2 3 7m m m+ + = ，据对称性，可

设 1 2 3m m m≥ ≥ ，则 3 2m ≤ ，即 1 2 5m m+ ≥ ； 

继续考虑这5个四边形（其 A色顶点要么是 1a ，要么是 2a ； B 色顶点要么是 1b ，要么

是 2b ），它们中C 色点 1 2 3, ,c c c 出现的次数分别为 1 2 3, ,k k k ，则 1 2 3 5k k k+ + = ，据对称性，

可设 1 2 3k k k≥ ≥ ，则 3 1k ≤ ，即 1 2 4k k+ ≥ ； 

最后考虑这 4 个四边形，记为 1 2 3 4, , ,T T T T （其 A色顶点要么是 1a ，要么是 2a ；B 色顶

点要么是 1b ，要么是 2b ；C 色顶点要么是 1c ，要么是 2c ），由于 D 色点只有三个，故其中

必有两个四边形，其 D 色点相同，设 1 2,T T 的 D 色点都为 1d ； 

那么，三个四边形 1 2 3, ,T T T 中，无论哪种颜色的顶点，所标数字皆有重复，这与条件 (2)

相矛盾！因此， 9n ≤ ． 

再说明，最大值 9n = 可以取到；采用构造法，我们只要作出这样的九个四边形即可． 

 

 

 

 

 

 

 

 

作三个“同心圆环图”，给出标号，并适当旋转相应的圆，标号对齐后，图中的每根线（半

径）上的四个点分别表示一个四边形的四个顶点颜色及其标号，九条半径共给出九个四边形，

且都满足条件（1）； 

再说明，它们也满足条件（ 2 ）：从中任取三条半径（三个四边形）； 

如果三条半径（三个四边形）来自同一个图，则除了 A色之外，其余 , ,B C D 每色的顶

点，三数全有； 

如果三条半径（三个四边形）分别来自三个图，则 A色的顶点，三数全有； 

如果三条半径（三个四边形）分别来自两个图：将三个图分别称为 1A 图、 2A 图、 3A 图， 

每图的三条半径分别称为“向上半径”、“向左半径”、“向右半径”；且分别记为 , ,S Z Y ． 

C2
B2

C3
B3C1

B3
C3

B2

C2

C1
B2

B3
D1D3D2

A3A2A1

D3

D1

D1

D2

D2

D3

C3
B1

C2
B1

C1

B1



来自两个图的三条半径，如果“向上”、“向左”、“向右”三种半径都有，那么相应的三

个四边形， B 色的顶点，三数全有； 

如果三条半径，只涉及两个图，两个方位，将图 1 2 3, ,A A A 分别简记为1,2,3，则按三个

图的搭配情况，可得下表： 
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产生D色三数
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