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信息之窗

创 刊 寄 语
单 壿

《学数学》, 出版了.
这是高中同学的数学杂志. 目的是:
1. 帮助同学学习高中数学, 解决学习中的疑难问题, 改进学习方法.
2. 帮助同学准备高考、自主招生与数学竞赛, 提供相关信息, 分析考题, 模拟试卷.
3. 帮助同学开拓眼界, 了解更多的有关自主招生的情况与背景知识.
4. 帮助同学提高学习兴趣, 阅读课外书刊, 参加数学活动.
华罗庚先生说: “深入浅出是真功夫”.
我们这份杂志要在深入浅出上多下功夫.
希望我们的文章有很强的可读性, 有众多的读者群.
希望广大读者多提意见与建议, 以便我们改进. □

发 刊 词
编辑部

一丁破土的嫩芽, 只有两片小叶、一丝绿意,
与伟岸秀直的大树相比, 她是微不足道的. 可谁
都知道, 巨鱼生自粒卵, 云松出从细籽, 我们正是
怀着这样的信心和期盼, 来孕育、呵护、培植、
憧憬这个新生事物、这份珍爱事业的.

她, 没有华丽的名字, 只叫《学数学》, 读字
知其意, 闻名识朴真——她为学习与研究高中数
学而设, 版面不多、装帧不精, 但我们全体编辑人
员愿以科学的方法、实在的内容、密集的知识、

全新的思维、厚重的奉献, 弥补其外观上的单薄,
使其成为速读时代的精品、薄刊丛中的精英.

我们设想把她办成基础薄弱同学的入门钥

匙, 亟待提高同学的上升阶梯, 有志远行同学的探
究平台; 希望她能成为广大高中数学老师的益友,
全体爱好数学朋友的良师……同时, 她还是一个
学习与争鸣的阵地, 希望大家充分运用、积极参
与, 特别欢迎发表你的意见、提出你的问题, 让我
们一起探索、一同进步.

几经奔波, 几番辛劳, 几多期待, 《学数学》
终于发刊了! 此刻, 我们的紧张大于喜悦, 因为我
们知道, 她仍有不少瑕疵, 仍须不断改进……相信
在全体编辑人员的努力下, 在全体高中师生的关
心和参与下, 我们的杂志一定会办得更好、更有
价值! □
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致 读 者

编辑部

《学数学》杂志是高中学生学习数学课程参

加高考、准备参加自主招生考试、角逐全国高中

数学联赛等各级数学竞赛的得力助手. 她是学生
研究数学的工具, 学好数学的宝典; 她是高中数学
教师教学的伴侣, 竞赛辅导的参考资料.

《学数学》杂志以“探索数学学习本源, 研
究数学思想方法, 关注数学发展动态, 拓展数学学
习视野”为宗旨, 传播数学文化, 探究压轴经典,
聚焦自主招生, 关注竞赛动态. 2012 年 7 月我们
首先发布电子试刊号, 热忱欢迎读者提出你们的
宝贵意见与建议.

我们考虑读者使用杂志的便利性, 决定以专
辑形式出版发行; 同时考虑读者使用的时效性, 安
排如下的编辑出版计划:

第 01, 02 月: 综合学习;

第 03, 04 月: 高考复习;

第 05, 06 月: 综合学习;

第 07, 08 月: 高考研究;

第 09, 10 月: 数学竞赛;

第 11, 12 月: 自主招生.

编辑部特别赠送信息速递 PDF 版电子刊,
读者可以通过学数学杂志电子信息速递链接

(http://www.omaths.com/bbs 顶部右侧) 进行邮
件订阅. 我们将通过此项服务, 为读者提供及时
的国内外著名大学自主招生政策、数学课外活动

和数学竞赛的试题等相关信息.

另外, 为了便于读者交流与订阅, 我们特设
《学数学》杂志读者 QQ 群: 208949603.

当然, 我们还热忱欢迎广大高中学生、教师
及数学爱好者为各个专辑相关栏目撰稿, 把你们
的学习、研究数学的经验介绍给大家, 特别欢迎
适合高中生阅读的、内容充实的专题讲座和指导

解题的精品文章. 来稿时请注意以下各项:
1. 来稿请标注所投专辑, 专题应附有相应练

习题, 并给出答案或提示.
2. 文中例题最好选用国内高考试题 (含模拟

试题)、国内外大学自主招生试题、世界各国各
级高中竞赛试题, 并请标出试题全称、届次和时
间.

3. 凡为本刊数学考场和数学贴吧栏目提供的
稿件, 试题内容范围以高中数学课程标准、数学
竞赛大纲为准; 题目要有新意 (如用成题, 必须改
编), 并注明是自编或改编, 改编题须注明原题出
处.

4.来稿不要一稿多投, 文责自负, 允许编辑修
改, 所有刊登稿件, 出版社付稿酬, 版权归出版社
所有.

另外, 编辑部为帮助同学们做好 2012 年全国
高中数学联赛的赛前准备, 在数学竞赛专辑中给
读者朋友们提供数学竞赛讲座与练习、精选的国

内外竞赛试题与详细解答及评析, 时效性快, 资料
性强, 有助于读者拓宽视野, 进一步提高自身竞赛
水平. □

杂 志 导 读

编辑部

编辑部考虑读者使用杂志的便利性、时效性,
决定以专辑形式出版发行. 我们对照前面的编辑
计划, 对各专辑内容作如下简要的说明.

每年的 3 月至 6 月正值高三学子埋头复习迎
接高考. 我们选择在这个时候给各位迎考的老师、
学生提出一些复习的指导意见, 并特约一线著名
教师将高考热点与难点问题的研究成果呈现给大

家; 高考之后我们还将整理一线教师相关稿件及
编委成员研究高考试题成果; 由此编辑形成高考
复习与高考研究专辑;

每年的年底及下年的 1, 2 月份是我国大学自
主招生考试密集期, 我们特约一线的中学与大学

数学教师为杂志撰写自招热点问题的研究、指导

与前瞻性分析的文章, 编辑形成自主招生专辑;
每年的 9, 10 月份是全国高中数学联赛的预

赛与决赛; 每年的 1 至 4 月份是世界各国数学奥
林匹克竞赛与集训; 每年 7, 8 月份又是国内各大
数学奥林匹克竞赛与国际数学奥林匹克竞赛. 我
们特约一线著名的中学数学竞赛教练为杂志编写

竞赛热点与难点的专题讲座, 赛题解析与模拟训
练题的文章, 编辑形成数学竞赛专辑.

而对于综合学习专辑, 我们将会把日常学习、
高考、自主招生考试及数学竞赛整合在一起, 尽
可能的把它们之间的联系处理得更加融洽.
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竞赛基础

全国高中数学联赛初赛暨自主招生数学培训讲义

联赛初赛试题分类汇编－函数部分

闫伟锋
(天津南开大学滨海学院公共数学教研室, 300270, summer14_1210@yahoo.com.cn)

前言: 随着国内高校自主招生的火热兴起,
自主招生已经成为名副其实的小高考. 如何获得
自主招生的考试资格是广大考生及家长密切关注

的问题. 笔者研究国内数十所知名高校的自主招
生简章, 发现各高校招生简章都明确指出: 考生
在高中阶段获得全国高中数学联赛省级赛区二等

奖及以上, 便具备该校的自主招生考试资格. 具
有较好数学基础的同学, 在联赛预赛中斩获省赛
区二等奖并非难事. 而近几年各高校联盟自主
招生的数学考试略高于高考而近似于联赛初赛.
《学数学》期刊精心研究自主招生试题的类型和

难度, 分类编辑部分联赛初赛题目, 以服务于广大
学子及一线教师.

1. 已知 f(x) 是定义在 R 上的不恒为 0

的函数. 如果对于任意的 a, b ∈ R 都满足.
f(ab) = af(b) + bf(a), 则函数 f(x)( ).

(A) 是奇函数 (B) 是偶函数
(C) 既是奇函数也是偶函数
(D) 既不是奇函数也不是偶函数

2. 已知函数 f(x) = x2 − 2ax + 2, 当
x ∈ [−1,+∞) 时, f(x) ⩾ a 恒成立, 则 a 的取

值范围是 ( ).
(A) −2 < a < 1 (B)−2 ⩽ a ⩽ 1

(C)−3 ⩽ a ⩽ −2 (D)−3 ⩽ a ⩽ 1

3. 已知关于参数 a(a > 0) 的二次函数

y = ax2 +
√
1− a2x+ a2 − 3a− 1

4
+

1

4a
(x ∈ R)

的最小值是关于 a 的函数 f(a), 则 f(a) 的最小

值为 ( ).

(A)−2 (B)−137

64
(C)−1

4
(D) 以上结果都不对

4. 已知二次函数 f(x) = x2 − 3x + 2, 则方
程 f(f(x)) = 0 不同实数根的数目为 ( ).

(A)1 (B)2 (C)3 (D)4

5. 已知二次函数 y = x2 − 2n+ 1

n(n+ 2)
x +

n+ 1

n(n+ 2)2
在 x 轴上截得的线段长为 dn, 则

100∑
n=1

dn = .

6. 若关于 x 的函数 f(x) =
∣∣x − [x + a]

∣∣
存在最大值 M(a), 则正实数 a 的取值范围是

, 其中 [y] 表示不超过 y 的最大整数.

7. 如果 x ∈ (0,
π

2
) 时总有 sinx > kx 成立,

则实数 k 的取值范围是 ( ).

(A)
(
−∞,

π

2

]
(B)
(
−∞,

π

2

)
(C)
(
−∞,

2

π

]
(D)
(
−∞,

2

π

)
8. 已知函数 y = f(x)有反函数 y = f−1(x),

将 y = f(x) 的图像绕 (1,−1) 逆时针旋转 90 度,
所得曲线的方程是 ( ).

(A)y = f−1(−x)− 2

(B)y = −f−1(−x)− 2

(C) y = f−1(−x+ 1)− 1

(D) y = f−1(−x− 1) + 1

9. 已知函数 y = f(x) 有反函数, 现将
y = f(2x − 1) 的图像向左平移 2 个单位, 所
得图形表示的函数的反函数是 ( ).

(A)y =
−3 + f−1(x)

2

(B)y =
−3− f−1(x)

2

(C)y =
3 + f−1(x)

2

(D)y =
3− f−1(x)

2

10. 函数 y = x +
√
x2 − 3x+ 2 的值域为

.

11. 求函数

f(x) =
x4 + 4x3 + 17x2 + 26x+ 106

x2 + 2x+ 7

在区间 [−1, 1] 上的值域.

12. 若实数 x 满足不等式 x4 − 2x3 − 7x2 +

8x+ 12 ⩽ 0, 试求函数 f(x) =

∣∣∣∣x+
4

x

∣∣∣∣ 的最大值.

13. 当 x ∈ [−3, 3] 时, 函数 f(x) = |x3 − 3x|
的最大值为 .

14. 已知函数 f(x) 是定义在 (−∞, 3] 上的

减函数, 且对于 x ∈ R, f(a2 − sinx) ⩽ f(a +

1 + cosx2) 恒成立. 则实数 a 的取值范围是

.

15. 求 f(x) =
1 + sinx

2 + cosx
的最大值.
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国内赛题

2012 年全国高中数学联赛江苏赛区初赛试题

一、填空题 (70 分)

1. 当 x ∈ [−3, 3] 时, 函数 f(x) =
∣∣x3 − 3x

∣∣
的最大值为 .

2. 在 △ABC 中, 已知
−→
AC ·

−−→
BC = 12,

−→
AC ·

−−→
BA = −4, 则 AC = .

3. 从集合 {3, 4, 5, 6, 7, 8} 中随机选取 3 个

不同的数, 这 3 个数可以构成等差数列的概率为

.

4. 已知 a是实数,方程 x2+(4+i)x+4+ai =

0 的一个实根是 b（i 是虚部单位）, 则
∣∣a+ bi

∣∣ 的
值为 .

5. 在平面直角坐标系 xOy 中, 双曲线

C :
x2

12
− y2

4
= 1 的右焦点为 F , 一条过原点

O 且倾斜角为锐角的直线 l 与双曲线 C 交于

A,B 两点. 若 △FAB 的面积为 8
√
3, 则直线的

斜率为 .

6. 已知 a 是正实数, k = alg a 的取值范围是

.

7. 在四面体 ABCD 中, AB = AC = AD =

DB = 5, BC = 3, CD = 4, 则该四面体的体积为

.

8. 已知等差数列 {an} 和等比数列 {bn} 满
足: a1+b1 = 3, a2+b2 = 7, a3+b3 = 15, a4+b4 =

35, 则 an + bn = (n ∈ N∗).

9. 将 27, 37, 47, 48, 55, 71, 75 这 7 个数排成

一列, 使任意连续 4 个数的和为 3 的倍数, 则这

样的排列有 种.

10. 三角形的周长为 31, 三边 a, b, c 均为整

数, 且 a ⩽ b ⩽ c, 则满足条件的三元数组 (a, b, c)

的个数为 .

二、解答题 (本题 80 分, 每题 20 分)

11. 在 △ABC 中,角 A,B,C 对应的边分别

为 a, b, c, 证明:

(1)b cosC + c cosB = a;

(2)
cosA+ cosB

a+ b
=

2sin2C

2
c

.

12. 已知 a, b 为实数, a > 2, 函数 f(x) =∣∣∣lnx− a

x

∣∣∣+ b(x > 0).

若 f(1) = e+ 1,f(2) =
e

2
− ln 2 + 1.

(1) 求实数 a, b;

(2) 求函数 f(x) 的单调区间;

(3) 若实数 c, d 满足 c > d, cd = 1, 求证:

f(c) < f(d).

13. 如图 1, 半径为 1 的圆 O 上有一定点

M , A 为圆 O 上的动点. 在射线 OM 上有一动点

B, AB = 1, OB > 1. 线段 AB 交圆 O 于另一点

C, D 为线段的 OB 中点. 求线段 CD 长的取值

范围.

A

B

C

DO M

图 1

14. 设是 a, b, c, d 正整数,a, b 是方程 x2 −
(d− c)x+ cd = 0 的两个根. 证明: 存在边长是整

数且面积为 ab 的直角三角形.
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2012 年全国高中数学联赛四川赛区初赛试题

一、单项选择题 (本大题共 6 个小题, 每小
题 5 分, 共 30 分)

1. 设集合 S =
{
x|x2 − 5x− 6 < 0

}
, T =

{x| |x+ 2| ⩽ 3}, 则 S ∩ T=( ).
(A){x| − 5 ⩽ x < −1} (B){x| − 5 ⩽ x < 5}
(C){x| − 1 < x ⩽ 1} (D){x|1 ⩽ x < 5}

2. 正方体 ABCD −A1B1C1D1 中 BC1 与

截面 BB1D1D 所成的角是 ( ).
(A)

π

6
(B)

π

4
(C)

π

3
(D)

π

2

3. 已知 f(x) = x2 − 2x+ 3, g(x) = kx− 1,
则“|k| ⩽ 2”是“f(x) ⩾ g(x) 在 R 上恒成立”

的 ( ).
(A) 充分但不必要条件 (B) 必要但不充分

条件 (C) 充要条件 (D) 既不充分也不必要条件

4. 设正三角形 △1 的面积为 S1,作 △1 的内

切圆,再作内切圆的内接正三角形,设为△2,面积
为 S2,如此下去作一系列的正三角形△3,△4, · · · ,
其面积相应为 △3,△4, · · · , 设 S1 = 1,

Tn = S1 + S2 + · · ·+ Sn, 则 lim
n→+∞

Tn=( ).

(A)
6

5
(B)

4

3
(C)

3

2
(D)2

5. 设抛物线 y2 = 4x 的焦点为 F , 顶点为

O, M 是抛物线上的动点, 则
|MO|
|MF |

的最大值为

( ).

(A)

√
3

3
(B)

2
√
3

3
(C)

4

3
(D)

√
3

6. 设倒圆锥形容器的轴截面为一个等边三
角形, 在此容器内注入水, 并放入半径为 r 的一个

实心球, 此时球与容器壁及水面恰好都相切, 则取
出球后水面高为 ( ).

(A)r (B)2r (C) 3
√
12r (D) 3

√
15r

二、填空题 (本大题共 6 个小题, 每小题 5
分, 共 30 分)

A

B C

D

E

F

图 1

7. 如图 1, 正方形 ABCD 的边长为 3, E 为
DC 的中点, AE 与 BD 相交于 F , 则

−−→
FD ·

−−→
DE

的值是 .

8.
(
x2 + x− 1

x

)6

的展开式中的常数项是

. (用具体数字作答)

9. 设等比数列 {an} 的前 n 项和为 Sn, 满

足 Sn =
(an + 1)

2

4
, 则 S20 的值为 .

10. 不超过 2012 的只有三个正因数的正整
数个数为 .

11. 已知锐角 A,B 满足 tan(A + B) =

2 tanA, 则 tanB 的最大值是 .

12. 从 1,2,3,4,5组成的数字不重复的五位数
中, 任取一个五位数 abcde, 满足条件“a < b >

c < d > e”的概率是 .

三、解答题 (本大题共 4 个小题, 每小题 20
分, 共 80 分)

13. 设函数 f(x) = sinx+
√
3 cosx+ 1,

(I) 求函数 f(x) 在 [0,
π

2
] 上的最大值与最小

值;
(II)若实数 a, b, c使得 af(x)+ bf(x− c) = 1

对任意 x ∈ R 恒成立, 求
b cos c

a
的值.

14. 已知 a, b, c ∈ R+,满足 abc(a+b+c) = 1,
(I) 求 S = (a+ c)(b+ c) 的最小值;
(II) 当 S 取最小值时, 求 c 的最大值.

15. 直线 y = kx + 1 与双曲线 x2 − y2 = 1

的左支交于 A、B 两点, 直线 l 经过点 (−2, 0)和

AB 的中点, 求直线 l 在 y 轴的截距 b 的取值范

围.

16. 设函数 fn(x) = xn(1− x)
2
在 [

1

2
, 1] 上

的最大值为 an(n = 1, 2, 3, · · · ).
(I) 求数列 {an} 的通项公式;
(II) 求证: 对任何正整数 n(n ⩾ 2), 都有

an ⩽ 1

(n+ 2)
2 成立;

(III) 设数列 {an} 的前 n 项和为 Sn, 求证:

对任意正整数 n, 都有 Sn <
7

16
成立.
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2012 年浙江省高中数学竞赛试题

说明: 本试卷分为 A 卷和 B 卷: A 卷由本试

卷的 22 题组成, 即 10 道选择题, 7 道填空题、3

道解答题和 2道附加题; B卷由本试卷的前 20题

组成, 即 10 道选择题, 7 道填空题和 3 道解答题.

一、选择题 (本大题共有 10 小题, 每题只有

一个正确答案, 将正确答案的序号填入题干后的

括号里, 多选、不选、错选均不得分, 每题 5 分,

共 50 分)

1. 已知 i为虚数单位,则复数
1 + 2i
i − 2

= ( ).

(A)i (B)−i (C)−4

5
− 3

5
i (D)−4

5
+

3

5
i

2. 下列函数中, 既是奇函数, 又在区间

(−∞,+∞) 上单调递增的函数为 ( ).

(A)y = x2 + x (B)y = x+ 2 sinx

(C)y = x3 + x (D)y = tanx

3. 已知 a 与 b 均为单位向量, 其夹角为 θ,

则命题

p : |a − b| > 1

是命题

q : θ ∈
[
π

2
,
5π

6

)
的 ( ).

(A) 充分非必要条件

(B) 必要非充分条件

(C) 充分且必要条件

(D) 非充分也非必要条件

4. 已知集合

P = {x|1 ⩽ x ⩽ 2},

M = {x|2− a ⩽ x ⩽ 1 + a},

若 P ∩M = P ,则实数 a的取值范围是 ( ).

(A)(−∞, 1] (B)[1,+∞)

(C)[−1, 1] (D)[−1,+∞)

5. 函数

y =

√
3

2
sin
(
x+

π

2

)
+ cos

(π
6
− x
)

的最大值为 ( ).

(A)
13

4
(B)

√
13

4
(C)

√
13

2
(D)

√
13

6. 如图 1, 四棱锥 S − ABCD 的底面为正

方形, SD⊥ 底面 ABCD, 则下列结论中 不
�
正
�
确
�

的是 ( ).

(A)AB ⊥ SA

(B)BC平行于平面SAD

(C)BC 与 SA 所成的角等于 AD 与 SC 所

成的角

(D)SA与平面 SBD 所成的角等于 SC 与平

面 SBD 所成的角

A B

CD

S

图 1

7. 程序框图如下图所示, 若 f(x) = x2,

g(x) = log2 x, 输入 x 的值为 0.25, 则输出结果为

( ).

(A)0.24 (B)−2 (C)2 (D)−0.25�� �
开始

?

�
� �

�输入正数 x

?
f(x) = x2, g(x) = log2 x

?

����

HHHH

HHHH

����

f(x) > g(x)?

?

N

?

h(x) = f(x)

h(x) = g(x)

?

Y

�
� �

�输出 h(x)

?�� �
结束
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8. 设 i, j分别表示平面直角坐标系 x, y 轴上

的单位向量. 且 |a− i|+ |a− 2j| =
√
5, 则 |a+2i|

的取值范围为 ( ).

(A)[2
√
2, 3] (B)

[
6
√
5

5
, 2
√
2

]

(C)[
√
5, 4] (D)

[
6
√
5

5
, 3

]

9. 已知 F1, F2 分别为双曲线 C :
x2

9
− y2

27
=

1 的左、右焦点, 点 A 的坐标为

(
9

2
,

√
135

2

)
, 则

∠F1AF2 的平分线与 x 轴交点 M 的坐标为 ( ).

(A)(2, 0) (B)(−2, 0) (C)(4, 0) (D)(−4, 0)

10. 设 f(x) = x2 + bx+ c, 若方程 f(x) = x

无实根, 则方程 f(f(x)) = x( ).

(A) 有四个相异实根

(B) 有两个相异实根

(C) 有一个实根

(D) 无实根

二、填空题 (本大题共有 7 小题, 将正确答

案填入题干后的横线上, 每空 7 分, 共 49 分)

11. 设直线 y = ax − 4 与 y = 8x − b 关于

直线 y = x 对称, 则 a = , b = .

12. 已知
1− | cosx|
1 + | cosx|

= sinx, 则 x = .

13. 已知 x ∈ R, 则√
x(x+ 1) + arcsin

√
x2 + x+ 1

的值为 .

14. 已知实数 a, b, c, d满足 ab = c2+d2 = 1,

则 (a− c)2 + (b− d)2 的最小值为 .

15. 设 {an} 为等比数列, 且每项都大于 1,

则 lg a1 lg a2012
2011∑
i=1

1

lg ai lg ai+1
的值为 .

16. 设 x > 0, 则

f(x) =

(
x+

1

x

)4

−
(
x4 +

1

x4

)
(
x+

1

x

)3

−
(
x3 +

1

x3

)
的最小值为 .

17. 如图 2是一个残数的 3× 3 的幻方, 此幻

方每一行每一列以及每一条对角线上的三个数之

和有相等的值, 则 x 的值为 .

2012

11

x9

图 2

三、解答题 (本大题共有 3 小题, 每小题 17

分, 共计 51 分)

18. 已知实数 x1, x2, · · · , x10 满足
10∑
i=1

|xi − 1| ⩽ 4,
10∑
i=1

|xi − 2| ⩽ 6,

求 x1, x2, · · · , x10 的平均值 x.

19. 设 P 为椭圆
x2

25
+

y2

16
= 1 长轴上一个

动点, 过 P 点斜率为 k 直线交椭圆于 A,B 两点.

若 |PA|2 + |PB|2 的值仅依赖于 k 而与 P 无关,

求 k 的值.

20. 设 p, q ∈ Z+ 且 q ⩽ p2.

试证对 n ∈ Z+, 存在 N ∈ Z+,

使 (p−
√
p2 − q)n = N −

√
N2 − qn,

且 (p+
√
p2 − q)n = N +

√
N2 − qn.

四、附加题 (本大题共有 2 小题, 每小题 25

分, 共计 50 分)

21. 设圆 O4 与 O1, 圆 O1 与 O2, 圆 O2 与

O3, 圆 O3 与 O4 分别外切于 P1, P2, P3, P4, 试证:

(1)P1, P2, P3, P4 四点共圆;

(2) 四边形 O1O2O3O4 是某个圆的外切四边

形; 并且

(3) 该圆的半径不超过四边形 P1P2P3P4 的

外接圆的半径.

22. 设 i1, i2, · · · , i10 为 1, 2, · · · , 10 的一个
排列, 记 S = |i1 − i2|+ |i3 − i4|+ · · ·+ |i9 − i10|,
求 S 可以取到的所有值.
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一、填空题 (本题满分 60 分, 前 4 小题每小
题 7 分, 后 4 小题每小题 8 分)

1. 如图 1, 正六边形 A1B1C1D1E1F1 的边

长为 1, 它的 6 条对角线又围成一个正六边形
A2B2C2D2E2F2, 如此继续下去, 则所有这些六
边形的面积和是 .

A1

B1

C1

D1

E1

F1
A2

B2

C2 D2

E2

F2

图 1

2. 已知正整数 a1, a2, · · · , a10 满足:
aj
ai

>

3

2
, 1 ⩽ i < j ⩽ 10, 则 a10 的最小可能值是 .

3. 若 tanα+ tanβ + tan γ =
17

6
,

cotα+ cotβ + cot γ = −4

5
,

cotα cotβ + cotβ cot γ + cot γ cotα = −17

5
,

则 tan (α+ β + γ) = .

4. 已知关于 x 的方程 lg (kx) = 2 lg (x+ 1)

仅有一个实数解, 则实数 k 的取值范围是 .

5. 如图 2, △AEF 是边长为 x 的正方

形 ABCD 的内接三角形, 已知 ∠AEF = 90◦,
AE = a,EF = b, a > b, 则 x = .

A

B C

D

E

F

图 2

6. 方程 2m · 3n − 3n+1 + 2m = 13 的非负整

数解 (m,n) = .

7. 一个口袋里有 5 个大小一样的小球, 其中
两个是红色的, 两个是白色的, 一个是黑色的, 依
次从中摸出 5 个小球, 相邻两个小球的颜色均不
相同的概率是 (用数字作答).

8. 数列 {an} 定义如下:
a1 = 1, a2 = 2,

an+2 =
2 (n+ 1)

n+ 2
an+1 −

n

n+ 2
an,

n = 1, 2, · · · .
若 am > 2 +

2011

2012
, 则正整数 m 的最小值为

.

二、解答题

9. (本题满分 14 分) 如图 3, 在平行四边形
ABCD 中, AB = x, BC = 1, 对角线 AC 与 BD

的夹角 ∠BOC = 45◦, 记直线 AB 与 CD 的距离

为 h(x).
求 h(x) 的表达式, 并写出 x 的取值范围.

A B

CD

O

图 3

10. (本题满分 14 分) 给定实数 a > 1, 求函

数 f(x) =
(a+ sinx)(4 + sinx)

1 + sinx
的最小值.

11. (本题满分 16 分) 正实数 x, y, z 满足

9xyz + xy + yz + zx = 4,
求证:
(1)xy + yz + zx ⩾ 4

3
;

(2)x+ y + z ⩾ 2.

12. (本题满分 16 分) 给定整数 n(⩾ 3), 记
f(n) 为集合 {1, 2, · · · , 2n − 1} 的满足如下两个
条件的子集 A 的元素个数的最小值:

(a)1 ∈ A, 2n − 1 ∈ A;
(b)A 中的元素 (除 1 外) 均为 A 中的另两个

(可以相同) 元素的和.
(1) 求 f(3) 的值;
(2) 求证: f(100) ⩽ 108.
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国外赛题

2011 印度地区数学奥林匹克试题

1. △ABC 中, D, E, F 分别在线段 BC,

CA, AB 上, AD, BE, CF 交于一点 K, 且
BD

DC
=

BF

FA
, ∠ADB = ∠AFC.

求证: ∠ABE = ∠CAD.

2. 设 a1, a2, a3, · · · , a2011 是 1, 2, 3, · · · ,

2011 的一个排列.

求证: 存在两个数 j, k, 使得 1 ⩽ j < k ⩽
2011, 且

∣∣aj − j
∣∣ = ∣∣ak − k

∣∣.
3. 自然数 n 介于两个连续完全平方数之

间. 其中较小的平方数为 n− k, 较大的平方数为

n+ l. 求证: n− kl 为完全平方数.

4. 凸 20 边形 K 的顶点依次为 A1, A2, · · · ,

A20.

求 K 的三条边的组合的个数, 使得三边

组中的每两边之间至少还有 K 的其它两条

边. 例如 (A1A2, A4A5, A11A12) 满足条件, 但

(A1A2, A4A5, A19A20) 不满足条件.

5. △ABC 中, BB1, CC1分别是 ∠B, ∠C 的
平分线, B1 在 AC 上, C1 在 AB 上, AE ⊥ BB1

于 E, AF ⊥ CC1 于 F . D 是 △ABC 的内切圆

切 AB 的切点.

求证: AD = EF .

6. 求所有的实数对 (x, y), 使得 16x
2+y +

16x+y2

= 1.

2011/12 年英国数学奥林匹克第一轮试题

1. 求所有的整数 n, 使得 n2 + 20n + 11 是

完全平方数.

2. 将 1, 2, · · · , n 重新排成一行, 使得连续

项至少相差 t. 求最大整数 t.

3. 给定圆 S. 点 P 位于圆 S 外, 过点 P 的

一条直线交圆 S 于两点 X, Y . 过 P 的两圆 S1,

S2 分别切圆 S 于 X, Y .

求证: 圆 S1, S2 的半径之差与点 P , X, Y 的

位置无关.

4. 一个包里有 m 个球, 另一个包里有 n 个

球, 其中 m, n > 0. 允许进行下面两种不同操作:

(a) 从每个包里取出相同数目的球;

(b) 把一个包里的球的数目翻一番.

问经有限次操作能否使得两个包都取空?

若将操作 (b) 改为“(c) 把一个包里的球的

数目变成原来的三倍”, 则经有限次操作能否使

得两个包都取空?

5. 求证: 四个连续正整数的积不能等于两

个连续正整数的积.

6. 锐角 △ABC 中, AD, BE, CF 是其三条

高线.

求证: DE +DF ⩽ BC, 并确定等号成立的

条件.
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2012 年俄罗斯数学奥林匹克九年级试题

1. a1, a2, · · · , a11 是不小于 2 的互异正整

数, 满足 a1 + a2 + · · ·+ a11 = 407.

是否存在正整数 n, 使得当 n 分别除以

a1, a2, · · · , a11, 4a1, 4a2, · · · , 4a11 这 22 个数时所

得到的余数的和等于 2012？

2. 已知在正 2012 边形的顶点中, 存在 k 个

顶点, 使得以这 k 个顶点为顶点的凸 k 边形的任

意两条边不平行．求 k 的最大值．

3. ABCD 是一个平行四边形, 角 A 为钝

角．H 是点 A 向直线 BC 的垂直投影．三角形

ABC 过顶点 C 的中线的延长线交其外接圆于

K．

求证: K, H, C, D 四点共圆.

4. 正实数 a1, a2, · · · , an, k 满足:

a1 + a2 + · · ·+ an = 3k,

a21 + a22 + · · ·+ a2n = 3k2,

a31 + a32 + · · ·+ a3n > 3k3 + k.

求证: 在 a1, a2, · · · , an 中存在两个数使得它

们的差的绝对值大于 1.

5. 101 个智者围坐一圈开圆桌会议讨论地

球和木星谁绕谁转的问题. 开始及随后的每个时

刻每个智者持有地球绕木星转或木星绕地地球转

这两种观点之一. 各智者按以下规则每分钟一次

同时宣布自己的观点: 除了第一次以外, 如果在

上一分钟时一个智者的相邻两人 (左右各一人)

与其观点都不相同, 则智者改变自己的观点, 否则

不改变自己的观点. 求证: 若干分钟后, 所有的人

都不再改变自己的观点.

6. A1, B1, C1 分别是三角形 ABC 的

边 BC, CA, AB 上的点, 满足 AB1 − AC1 =

CA1 −CB1 = BC1 −BA1. IA, IB 和 IC 分别是

三角形 AB1C1, A1BC1 和 A1B1C 的内心. 求证:

三角形 IAIBIC 的外心与三角形 ABC 的内心重

合.

7. 开始时黑板上写着 10 个连续正整数．对

黑板上的数进行如下操作: 任取黑板上的两个数

a 和 b, 将它们用数 a2 − 2011b2 和 ab 替换. 经过

若干次上述操作后, 黑板上开始时的 10 个数已全

部被替换掉, 问此时在黑板上是否可能还是 10 个

连续的正整数?

8. 城市里有若干路公共汽车线. 已知任两路

公共汽车线恰有一个公共的车站; 任一路公共汽

车线至少有 4 站. 求证: 可以将所有的车站分成

不交的两组, 使得任意一路公共汽车线含每组中

至少一站.
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2012 年欧洲女子数学奥林匹克试题

1. 设 △ABC 的外心为 O, 点 D,E, F 分别

位于边 BC,CA,AB 上, 使得 DE 垂直于 CO,

DF 垂直于 BO(D 在 BC 上意为点 D 在直线

BC 上且 D 在 B,C 之间), 若 K 是 △AFE 的

外心, 证明: DK 垂直于 BC.

2. n 是正整数, 求最大可能的正整数 m, 使

得 m,n 满足下列条件: 一个 m 行 n 列的表格,

在每空格内填入一个实数, 且对于任意两个不同

行 (a1, a2, · · · , an) 和 (b1, b2, · · · , bn) 有:

max
(∣∣a1 − b1

∣∣, ∣∣a2 − b2
∣∣, · · · , ∣∣an − bn

∣∣) = 1.

3. 求所有函数 f : R → R 且 x, y ∈ R, 满足

f (yf(x+ y) + f(x)) = 4x+2yf(x+y).

4. 整数集 A, 如果满足 A ⊂ A+ A, 那么把

A 称为“和闭的”, 也就是说: 对于每一个 a ∈ A

可表示为 b 与 c 之和 (b, c ∈ A 且 b, c 可以相同),

如果 0 是不能表示为 A 的一个有限非空子集中

所有元素之和的唯一整数, 则整数集 A 被称为

“零和自由的”. 问是否存在一个整数集, 既是

“和闭的”又是“零和自由的”?

5. p, q 为质数,满足
p

p+ 1
+

q + 1

q
=

2n

n+ 2
,

对某个正整数 n 成立. 求所有可能的 q − p 的值.

6. 有无限多个人在社交网站 Mugbook 上

注册, 有几对不同用户互相注册为好友, 但每个人

只有有限多个好友, 且至少有一个好友 (好友是

相互的, 比如 A 是 B 的好友, B 也是 A 的好友).

每个人被要求指定他的一个好友作为最佳好友,

如果 A 指定 B 作为最佳好友, 那么 (不幸的是)B

不一定指定 A 作为最佳好友. 某人如果被指定为

最佳好友, 那么称他为“一级最佳朋友”.

一般的, n > 1 是正整数, 如果一个用户被指

定为某个 n − 1 级最佳朋友的最佳朋友, 则该用

户是“n 级最佳朋友”, 如果某人对于任意正整

数 k, 是 k 级最佳朋友, 则该用户被称为“受欢迎

的人”.

(1) 证明: 每一个受欢迎的人是另一个受欢迎

的人的最佳朋友;

(2) 若每个人可有无限多个朋友, 那么是否有

可能一个受欢迎的人不是另一个受欢迎的人的最

佳朋友.

7. △ABC 是锐角三角形, 它的外接圆为 Γ,

垂心为 H. 令 K 是圆 Γ 上的一点, 且 K 与 A 在

BC 的异侧; 令 L 是 K 关于直线 AB 的对称点,

M 是 K 关于直线 BC 的对称点, E 是圆 Γ 和

△BLM 的外接圆的第二个交点.

证明: KH,EM,BC 共点.

8. 一个单词是某些字母的有限排列, 如果

一个单词是由至少两个相同的子单词串联而成,

称该单词为“重复的”, 如 ababab 和 abcabc 是

“重复的”, 而 ababa 和 aabb 则不是.

证明: 如果交换一个单词中任意两个相邻字

母, 得到的新单词都是“重复的”,

那么原单词各个字母相同 (可交换两个相同

的相邻字母, 则新、旧单词相同).
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数学贴吧

有奖探究问题

主持人: 李 红 李 潜

欢迎你到论坛数学贴吧讨论区 (http://www.omaths.com/bbs/index.asp?boardid=234) 参与讨论,

讨论问题回帖可以发到邮箱 mathclub@163.com, 我们会择优评奖, 并在后期杂志上发表获奖解答.

题 1. 能否把一个正方体分割成 54 个小正方

体?

(编辑部 供题)

题 2. 已知半径分别为 a、b、c 三个球两两

相切, 两个相异平面 α、β 分别与这三球都相切,

记 α 与 β 所成二面角为 θ.

试证 cos θ = 3− 2
a2b2 + b2c2 + c2a2

abc (a+ b+ c)
.

(邬天泉 浙江台州市椒江中学)

题 3. 设 x, y ∈
[
1

2
, 2

]
, 求证:

3

2
⩽ 1

x+ xy
+

x

1 + xy
+

xy

1 + x
⩽ 19

10
.

(安振平 陕西省咸阳师范学院基础教育课

程研究中心)
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