Seminarium Szkoleniowe — Optymalizacja
Sieci Neuronowe

1 Wstep

Sie¢ neuronowa (sztuczna sieé¢ neuronowa)

1. klasa algorytmoéw matematycznych, pozwalajaca na przeprowadzenie
pewnych obliczen

2. sztuczna sie¢ nasladujaca biologiczne sieci neuronowe zywych organi-
zmow

3. graf skierowany z odpowiednio okreslong rolg weztow i krawedzi

4. uktad elementéw przetwarzajacych, nazwanych neuronami, w ktorych
wyjécia kazdego neuronu sa poltaczone poprzez wagi z wejSciami wszyst-
kich neuronéw, w tym takze w jego wlasnym wejsciem. Wagi sa licz-
bami rzeczywistymi. Jezeli waga jest rowna 0, mozna powiedzie¢ ze
polaczenie nie istnieje.

Pojedynczy neuron jest pewnym odwzorowaniem. Potencjal wejsciowy
(wewnetrzny) jest suma wszystkich sygnaléw wejsciowych. Potencjal wyj-
Sciowy (zewnetrzny) jest pewna transformacja potencjalu wejsciowego —
jest to funkcja aktywacji neuronu (rys 1).
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Rysunek 1: schemat neuronu




Sieci neuronowe mozna podzieli¢ na dwie podstawowe grupy ze wzgledu
na ich topologie:

o Sieci jednokierunkowe z elementarna konfiguracja bez sprzezenia zwrot-
nego. Neurony sg utozone w warstwach, wyjécie neuronu z pewnej war-
stwy moze by¢ potaczone tylko z wejSciami neurondéw znajdujacych sie
w warstwie bezposrednio nastepnej (rys. 2).
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Rysunek 2: schemat sieci jednokierunkowej

Warstwa wejciowa (input layer) - pierwsza warstwa sieci;
Warstwa wyjéciowa (output layer) - ostatnia warstwa sieci;
Warstwy ukryte (hidden layers) - pozostale warstwy sieci,

e Sieci rekurencyjne - nie mozna moéwié¢ o utozeniu w warstwy. Kazdy
neuron moze by¢ potaczony z kazdym.

Sieci neuronowe moga by¢ traktowane jako implementacje pewnego od-
wzorowania R"® — R™, gdzie n jest liczba wejs¢ x1, ..., x,, a m jest liczba
wyjsé yi, ..., Ym. Tak okreslone odwzorowanie zalezy od wszystkich wag sieci
neuronowe;j.

Najwazniejszym procesem sieci neuronowych jest uczenie, ktére wymu-
sza okreélone zachowanie na zadane sygnaly wejSciowe. Program sieci, czyli
to co sie¢ robi, jest zapisane w jej wagach, dlatego tez uczenie polega na
adaptacji warto$ci wag zwiazanych z krawedziami sieci.

Wyréznia sie kilka rodzajéw uczenia:



e Uczenie baczowe - jednorazowy zapis. Wagi dostrajane sa w wyniku
jednej sesji treningowej podczas ktérego korzysta sie z catego zbioru
wejsciowego.

o Uczenie nadzorowane, zwane rOwniez uczeniem z nauczycielem. Przy
nowych danych wejsciowych nauczyciel podpowiada pozadana odpo-
wiedz.

o Uczenie nienadzorowane, czyli uczenie bez nauczyciela. Pozadana od-
powiedzZ nie jest znana. Taki typ uczenia stosuje sie¢ w sieciach, ktore
maja wychwyci¢ pewne podobienstwo w zbiorze wejsciowym.

Popularna metoda uczenia sieci neuronowych, nazywana metoda pro-
pagacji wstecznej (backpropagation) opiera sie na problemie optymalizacji i
wykorzystuje informacje o gradientach.

2 Uczenie pojedynczego neuronu

Rozwazmy pojedynczy neuron. Odwzorowuje on nastepujaca funkcje linio-
wa: R” — R:

n
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gdzie x = [z1, ..., z,]7 € R™ jest wektorem sygnaléw wejéciowych, y € R jest
sygnatem wyjéciowym, a w = [w1, ..., w,]T € R™ jest wektorem wag.

Dla danej funkcji F' : R® — R chcemy znalezé wartosci wag, tak aby
neuron jak najlepiej przyblizal odwzorowanie F'. By to osiagnaé¢ uzywamy
zbioru p par treningowych {(241,¥d1), -, (Zdp, Yap)}, gdzie xq; € R™ oraz
ya; € R dla i = 1,...,p. Dla kazdego i, y4;, = F(xq;) jest oczekiwana
wartoscig, jezeli na wejsciu dane bylo x4 ;.

Zatem problem uczenia moze by¢ przedstawiony jako nastepujace zada-
nie optymalizacyjne:
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gdzie minimalizacja jest po w = [wy, ..., wy,]T € R™.

Minimalizowana funkcja jest sumg kwadratow bledéw miedzy wyjsciem
oczekiwanym a rzeczywistym. Czynnik % dodany jest ze wzgledu na wygode.

Zdefiniujmy nastepujaca macierz Xy € R"*P, Xy = [241...24,] oraz
wektor yq € RP, yq4 = [ya1, ...,yd,p]T. Wtedy problem optymalizacji mozna



zapisaé¢ jako
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Rozpatrzmy dwa przypadki: p < n oraz p > n.

21 p<n

Dla ulatwienia zakladamy ze rzad Xg = p. W tym przypadku nieskon-
czenie wiele punktow spelnia réwnanie y; = ng. Mozliwym kryterium
wyboru rozwiazania optymalnego jest minimalizacja normy rozwiazania. W
tym przypadku rozwiazaniem jest w* = Xg(X2 X4) lyg. Efektywnym ite-
racyjnym algorytmem byl algorytm Kaczmarza.
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gdzie w® =01

€k = Yd,R(k) — xg,R(k)w(k)

R(k) jest unikalna liczba catkowita ze zbioru {0,...,p — 1} taka, ze
k = lp + R(k) dla pewnej liczby catkowitej .

Ten algorytm uczenia neuronéw liniowych byl uzywany przez Widro-
wa i Hoffa. Metoda ta uczenia pojedynczego neuronu jest czesto nazywana
metoda uczenia Adaline (adaptive linear element).

22 p>n
Zaktadamy ze rzad Xg =n. W tym przypadku funkcja
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jest zwykla, wypukta funkcjg kwadratowg na w, poniewaz Xng jest ma-
cierzg dodatnio okreslona. To zadanie mozna rozwiazaé¢ przy pomocy wielu
nieograniczonych algorytméw optymalizacyjnych, np. algorytmu gradiento-
wego.

wh D = ®) 4y X e

gdzie k) =y, — XdTw(k).
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Rysunek 3: schemat sieci jednokierunkowej

3 Algorytm propagacji wstecznej

Dla uproszczenia bedziemy rozwazaé algorytm z 3 warstwami: warstwa wej-
Sciowa, ukryta i wyjsciowa (rys. 3).

Oznaczenia:
n — liczba neuronéw w warstwie wejsciowej
[ — liczba neuronéw w warstwie ukrytej
m — liczba neuronéw w warstwie wyjsciowej
x; — sygnal wejsciowy sieci, i = 1,...,n
ys — sygnal wyjsciowy sieci, s=1,....m
zj — sygnal wyjsciowy warstwy ukrytej, j =1,...,1
wﬁ — wagi pomiedzy warstwa wejsciowa a ukryta, i =1,...n,j=1,...,1
wy; — wagi pomiedzy warstwa ukryta a wyjsciowa , j =1,...,[, s =1,...,m
f;-l — funkcja aktywacji j neuronu warstwy ukrytej
f¢ — funkcja aktywacji s neuronu warstwy wyjsciowej
Neurony warstwy wejéciowej nie wykonuja zadnych obliczen, przekazuja
tylko sygnaly do warstwy ukryte;j.
Kazda funkcja aktywacji fjh, f2 jest funkcja R — R.

o

Dla danych wag w?z- oraz wg; sie¢ neuronowa odwzorowuje funkcje

F:R" — R™,



Wyjscie neuronu j z warstwy ukrytej jest rowne:

n
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Sygnal wyjsciowy ys jest réwny

l l n
= fg(ngjzj) = fj(ngjfi(Zw?le)) = Fs(x1, ..., Tn)
j=1 j=1 i=1

co mozna zapisaé jako:
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Rozwazmy teraz problem uczenia sieci neuronowej. Zbioér uczacy jest zbiorem
par (x4,vyq), gdzie z4 € R™ oraz yg € R™.

Uczenie sieci polega na dobraniu wag, tak by sygnal wyjsciowy genero-
wany przez sie¢ byt mozliwie bliski oczekiwanej wartosci. Formalinie mozna
to zapisac¢ jako:

mink 3 (v )’

gdzie ys s = 1,...,m sa sygnalami wyjsciowymi generowanymi przez sieé¢
jezeli na wejsciu podano xq1, ..., Tgp.

l n
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Dla ulatwienia zapisu jako w oznaczmy wektor wag:

wl:i=1,..,n, j=1,..,1, s=1,..,m}

w = {w’bj7 s7

Zadanie optymalizacji mozna zatem przedstawié jako:

1 m 2
5 sz::l (yds - )
m ! o, ?
B(w) = % Zl <yds — f(f(z:lw?jfﬁzw?i“)))
s= J= =



Aby rozwiagzaé¢ to zadanie, bedziemy uzywaé¢ metody gradientowej z ustalo-
nym krokiem. Obliczmy najpierw pochodna czesciowa po wg;:

E(w) = ;g (ydp - fg(ngqz‘I))Q

dla kazdego ¢ = 1,...,1 zg = fl(3ie) whiza:)
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12" : R — R jest pochodna funkcji f2. Dla uproszczenia przyjmijmy ze:

5o = (vao — )52 (3 wya)
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ds moze by¢ traktowane jako btad wyjscia przeskalowany przez fSO’(Zf]:l wo,2q)

zatem
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Policznmy teraz czesciowa pochodna po wij;
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gdzie fil : R — R jest pochodna funkcji fjh.
Zgodnie z metodg gradientowa wagi wg; oraz w?z- sg uaktualniane zgodnie
7 wzorami: . i
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gdzie 7 jest ustalonym krokiem,
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Powyzszy algorytm nosi nazwe algorytmu ,,propagacji wstecznej” (back-
propagation).

4 Zastosowanie Sieci Neuronowych do Zadan Opty-
malizacyjnych

4.1 Sie¢ Hopfielda...

Kluczowym pojeciem zwigzanym z rozwiazywaniem probleméw optymaliza-
cyjnych jest pojecie energii.
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Energia jest funkca nierosnaca w czasie, zatem po pewnym czasie zostanie
znaleziony pewien stabilny punkt — minimum funkcji. Sieé¢ realizuje algo-
rytm minimalizacji kierunkowej wzdtuz najwiekszego spadku E, ktéry nie
gwarantuje znalezienia minimum globalnego. Znalezione minimum zalezy w
sposéb deterministyczny od wyboru punktu startowego.

4.2 Problem komiwojazera (TSP)

Dla n miast, potaczonych ze sobg znalezé najkrétsza trase, ktéra przechodzi
przez wszystkie miasta dokladnie raz, konczy i zaczyna sie w tym samym
miescie. (Dla danego niezorientowanego grafu pelnego K, z wagami znalezé
cykl Hamiltona o minimalnej wadze)

4.2.1 kodowanie miasto-kolejnosé

Reprezentacja — sie¢ ztozona z n? neuronéw reprezentowanych przy pomocy

macierzy kwadratowej V o wymiarach nxn, ktérej elementy naleza do zbioru
{0,1}. Jezeli v;; = 1, to miasto i-te jest odwiedzane jako j-te w kolejnosci.



Funkcja energii przyjmuje postacé:

Wspdlezynniki A, B, C, D sg dodatnimi statymi. Skiadnik mnozony
przez A jest minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym wierszu x ma-
cierzy V znajduje si¢ nie wiecej niz 1 element niezerowy. Podobnie, sktadnik
mnozony przez B jest minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdej kolumnie
i macierzy V znajduje sie nie wiecej niz 1 element niezerowy. o oraz sktad-
nik mnozony przez F wymuszaja, by liczba jedynek byta réwna n. Skladnik
mnozony przez D oblicza koszt drogi.

Wady takiego rozwiazania:

e utykanie w minimach lokalnych

e dobdér wspoétczynnikéw

4.2.2 kodowanie miasto-miasto

W reprezentacji miasto-miasto zaréwno wiersze jak i kolumny macierzy V
indeksowane s3 numerami miast, a warunek v;; = 1 oznacza, ze odcinek z
miasta i do miasta j jest czeScia rozwiazania. Macierz V jest symetryczna
oraz w kazdym wierszu i kazdej kolumnie znajduja sie doktadnie 2 elementy
réwne 1.

Funkcja energii jest nastepujaca:
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Wspélezynniki A, B, C, D sa dodatnimi statlymi. Sktadnik mnozony
przez A jest minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym wierszu x ma-
cierzy V znajduja si¢ 2 elementy niezerowe. Podobnie, sktadnik mnozony
przez B jest minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdej kolumnie i macie-
rzy V znajduja 2 element niezerowe. Ostatni sktadnik reprezentuje dlugosé
rozwigzania. Wady takiego rozwiazania:

e problem poddrég — kilka cykli

e slaba skalowalnosé

4.3 Symulowane Wyzarzanie

Skutecznos¢ sieci Hopfielda mozna poprawi¢ miedzy innymi poprzez wzbo-
gacenie jej o mechanizmy umozliwiajace wychodzenie z miniméw lokalnych.

Mozna zastosowaé algorytmy symulowanego wyzarzania (Simulated An-
nealing — SA).

e wprowadzenie do opisu sieci dodatkowego parametru nazywanego tem-
peratura, ktéra reguluje czestotliwosé i intensywnos$é przejsé sieci do
konfiguracji zwiekszajacych warto$é¢ energii

e w wysokich temperaturach przeszukiwana jest przestrzen standéw sieci
i mozliwe jest wykonanie przej$cia w jednym kroku pomiedzy stanami
o bardzo réznych wartoéciach energii

e stopien akceptacji przez sie¢ potencjalnej zmiany stanu powodujacej
zwigkszenie energii jest tym wiekszy im mniejsza jest potencjalna zmia-
na energii spowodowana tg zmiana stanu

e stopniowo temperatura jest obnizana

e w miare obnizania temperatury uktadu wybér konfiguracji zwieksza-
jacej warto$¢ energii nastepuje coraz rzadziej.

e w temperaturze T=0 akceptowane sg jedynie przejScia do stanéw o
nizszej wartodci energetycznej
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