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C¡c kh¡i ni»m mîi

Ng¨u nhi¶n-khæng x¡c �ành �÷ñc quy luªt.

Hén lo¤n.
Chuyºn �ëng Brown (Robert Brown-nh  thüc vªt håc Scotland ) mæ
phäng chuyºn �ëng c¡c h¤t trong mæi tr÷íng ch§t läng, ho°c chuyºn
�ëng hén lo¤n, theo måi ph÷ìng cõa c¡c ph¥n tû kh½.
Ph²p thû ng¨u nhi¶n, bi¸n cè ng¨u nhi¶n, x¡c su§t cõa mët bi¸n cè
ng¨u nhi¶n.
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1.1 Làch sû Lþ thuy¸t x¡c su§t

Ph¡p, Italy, H  Lan: th¸ k� 17, 18.

Nga: th¸ k� 19, 20
Mÿ: th¸ k� 20, 21
Vi»t nam thíi vua L¶ chóa Trành, th¸ k� 16 (Tr¤ng Quýnh).
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Jacob Bernoulli (1654-1705)

Cuèn s¡ch Ars Conjectandi, 1713

Jacob Bernoulli (1654-1705)
N«m 2013 l  n«m sinh thù 300 cõa mæn X¡c Su§t
Hëi thèng k¶ th¸ giîi mang t¶n Hëi Bernoulli
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Jacob Bernoulli (1654-1705)
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Trá chìi may rõi-game of chance

�àa �iºm: Ph¡p, Italy

Thíi gian: núa cuèi th¸ k� 17
Blaise Pascal (1623-1662) v  Pierre de Fermat (1601-1665)
Nguçn gèc: Trao �êi 17 l¡ th÷ v· c¡c b i to¡n li¶n quan tîi trá chìi
may rõi. T½nh kh£ n«ng th­ng cõa c¡c ng÷íi chìi.
C¡c b i to¡n t÷ìng tü ð Italy, nh  to¡n håc Cardano (1501-1576),
Pacioli (1445-1509), Tartaglia.
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Nhúng cha �´ cõa kh¡i ni»m x¡c su§t

Huygens (H  lan), J. Bernoulli v  De Moivre (Ph¡p).

Cì sð to¡n håc cõa lþ thuy¸t x¡c su§t.
S¡ch v· x¡c su§t: s¡ch cõa Cardano xu§t b£n n«m 1663 v  s¡ch cõa
Huygens (1629-1695) xu§t b£n n«m 1657).
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Nhúng ng÷íi câ cæng ph¡t triºn lþ thuy¸t x¡c su§t
(1713-2013)

S. D. Poison (1781-1894), Luªt sè lîn, Luªt bi¸n cè hi¸m, �ành lþ
x§p x¿ Poisson, Qu¡ tr¼nh Poisson.

C. F. Gauss (1777-1855), Lþ thuy¸t sai sè, Ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng
tèi thiºu, Mæ h¼nh Gausian.
P. S. Laplace (1749-1827) cæng bè cuèn s¡ch "Theorie Analytique
des Probablities" n«m 1812, ng÷íi �¦u ti¶n ¡p döng lþ thuy¸t x¡c
su§t v o c¡c v§n �· li¶n quan sai sè quan s¡t.
P. L. Chebyshev (1821-1894), A.A. Markov (1856-1922), A.M.
Liapunov (1857-1918), A. Ya. Khinchin, c¡c b§t �¯ng thùc, Luªt sè
lîn, �ành lþ giîi h¤n trung t¥m, X½ch Markov, Qu¡ tr¼nh Markov
(truíng ph¡i Saint Peterbourg).
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C. F. Gauss (1777-1855), Lþ thuy¸t sai sè, Ph÷ìng ph¡p b¼nh ph÷ìng
tèi thiºu, Mæ h¼nh Gausian.

P. S. Laplace (1749-1827) cæng bè cuèn s¡ch "Theorie Analytique
des Probablities" n«m 1812, ng÷íi �¦u ti¶n ¡p döng lþ thuy¸t x¡c
su§t v o c¡c v§n �· li¶n quan sai sè quan s¡t.
P. L. Chebyshev (1821-1894), A.A. Markov (1856-1922), A.M.
Liapunov (1857-1918), A. Ya. Khinchin, c¡c b§t �¯ng thùc, Luªt sè
lîn, �ành lþ giîi h¤n trung t¥m, X½ch Markov, Qu¡ tr¼nh Markov
(truíng ph¡i Saint Peterbourg).
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X¡c su§t hi»n �¤i (1933-2013)

Ti¶n �· hâa

Berstein (1880-1968), von Mises (1883-1953), Borei (1887-1956), P.
Levy.
Cuèn s¡ch "Foundations of the Theory of Probability" n«m 1933 cõa
Kolmogorov, �÷ñc cæng nhªn l  cha �´ cõa x¡c su§t hi»n �¤i, mët
l¾nh vüc to¡n håc ch°t ch³, nghi¶m tóc.
H» ti¶n �· �÷ñc x¥y düng düa tr¶n c¡c ng nh to¡n hi»n �¤i thíi �â

1 Lþ thuy¸t tªp hñp
2 Lþ thuy¸t �ë �o
3 Lþ thuy¸t h m thüc
4 T½ch ph¥n Lebesgue
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C¡c l¾nh vüc li¶n quan

Thèng k¶ to¡n håc.

Lþ thuy¸t thæng tin, Lþ thuy¸t h ng �ñi, Lþ thuy¸t �ë tin cªy, Kinh t¸
luñng, Mæ phäng Monte Carlo.
Khai ph¡ dú li»u (Data mining), Xû lþ £nh, Lþ thuy¸t mªt m¢, �ë
phùc t¤p thuªt to¡n.
Kh½ t÷ñng thõy v«n, Dü b¡o thíi ti¸t, Mæ h¼nh kinh t¸, To¡n T i
ch½nh, Næng nghi»p, Y khoa, D¥n sè håc.
T i ch½nh �ành l÷ñng (Quantitative finance)
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X¡c su§t t¤i Vi»t nam

C¥u chuy»n v· Tr¤ng Quýnh (thíi vua L¶ chóa Trành).

Gs. T¤ Quang Bûu, 1946, t i li»u �¦u ti¶n vi¸t v· x¡c su§t.
PGS. Nguy¹n B¡c V«n, 1960, Gi¡o tr¼nh Lþ thuy¸t x¡c su§t (dàch tø
s¡ch ti¸ng Nga cõa Gnhedenko).
C¡c tr÷íng �¤i håc, tø 1960 câ ch÷ìng tr¼nh x¡c su§t thèng k¶.
Vi»n nghi¶n cùu (Vi»n To¡n håc, Vi»n T½nh to¡n �i·u khiºn, Vi»n
CNTT)
C¡c ùng döng
Y¶u c¦u cõa thüc t¸ v  khoa håc
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1. 2 Bi¸n cè ng¨u nhi¶n

C¡c kh¡i ni»m

1 Ph²p thû ng¨u nhi¶n F1, . . . ,Fn, . . .
2 Bi¸n cè sì c§p ω1, . . . , ωn, . . .
3 Khæng gian c¡c bi¸n cè sì c§p Ω := {ω1, . . . , ωn, . . .}
4 Bi¸n cè ng¨u nhi¶n A ⊆ Ω
5 Bi¸n cè khæng thº ∅
6 Bi¸n cè ch­c ch­n Ω

Ta nâi: bi¸n cè A x£y ra, n¸u ∃ω ∈ A.
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3 Khæng gian c¡c bi¸n cè sì c§p Ω := {ω1, . . . , ωn, . . .}
4 Bi¸n cè ng¨u nhi¶n A ⊆ Ω
5 Bi¸n cè khæng thº ∅
6 Bi¸n cè ch­c ch­n Ω

Ta nâi: bi¸n cè A x£y ra, n¸u ∃ω ∈ A.
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1.3 C¡c quan h» giúa c¡c bi¸n cè

K²o theo: A ⊆ B, ta nâi sü x£y ra cõa bi¸n cè A k²o theo sü x©y ra
cõa bi¸n cè B

Tuìng �uìng: A ⊆ B,B ⊆ A, ta nâi bi¸n cè A tuìng �uìng vîi bi¸n
cè B
Kþ hi»u A = B

Luæn câ
∅ ⊆ A ⊆ Ω
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1.4 C¡c ph²p to¡n tr¶n tªp c¡c bi¸n cè

Hñp: A
⋃

B

Giao: A
⋂

B

Hi»u: A\B
�èi: A = Ω\A
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C¡c ph²p to¡n

A ⊆ A
⋃

B

A
⋂
B ⊆ A

A\B = A
⋂
A
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Quy t­c de Morgan

A
⋃

B = A
⋂

B

A
⋂
B = A

⋃
B

Quy t­c v¨n �óng cho �¸m �÷ñc c¡c bi¸n cè ng¨u nhi¶n
A1,A2, . . . ,Aj ∈ B,

1
⋃

Aj =
⋂
Aj

2
⋂

Aj =
⋃
Aj

PGS.TS.Tr¦n Lëc Hòng (UFM, HCMC) Lþ thuy¸t X¡c su§t v  Thèng k¶ To¡n håc Ng y 2 th¡ng 9 n«m 2013 18 / 30



Quy t­c de Morgan

A
⋃

B = A
⋂

B

A
⋂

B = A
⋃

B

Quy t­c v¨n �óng cho �¸m �÷ñc c¡c bi¸n cè ng¨u nhi¶n
A1,A2, . . . ,Aj ∈ B,

1
⋃

Aj =
⋂
Aj

2
⋂

Aj =
⋃
Aj

PGS.TS.Tr¦n Lëc Hòng (UFM, HCMC) Lþ thuy¸t X¡c su§t v  Thèng k¶ To¡n håc Ng y 2 th¡ng 9 n«m 2013 18 / 30



Quy t­c de Morgan

A
⋃

B = A
⋂

B

A
⋂

B = A
⋃

B

Quy t­c v¨n �óng cho �¸m �÷ñc c¡c bi¸n cè ng¨u nhi¶n
A1,A2, . . . ,Aj ∈ B,

1
⋃
Aj =

⋂
Aj

2
⋂
Aj =

⋃
Aj

PGS.TS.Tr¦n Lëc Hòng (UFM, HCMC) Lþ thuy¸t X¡c su§t v  Thèng k¶ To¡n håc Ng y 2 th¡ng 9 n«m 2013 18 / 30



Quy t­c de Morgan

A
⋃

B = A
⋂

B

A
⋂

B = A
⋃

B

Quy t­c v¨n �óng cho �¸m �÷ñc c¡c bi¸n cè ng¨u nhi¶n
A1,A2, . . . ,Aj ∈ B,

1
⋃
Aj =

⋂
Aj

2
⋂
Aj =

⋃
Aj

PGS.TS.Tr¦n Lëc Hòng (UFM, HCMC) Lþ thuy¸t X¡c su§t v  Thèng k¶ To¡n håc Ng y 2 th¡ng 9 n«m 2013 18 / 30



Quy t­c de Morgan

A
⋃

B = A
⋂

B

A
⋂

B = A
⋃

B

Quy t­c v¨n �óng cho �¸m �÷ñc c¡c bi¸n cè ng¨u nhi¶n
A1,A2, . . . ,Aj ∈ B,

1
⋃
Aj =

⋂
Aj

2
⋂
Aj =

⋃
Aj

PGS.TS.Tr¦n Lëc Hòng (UFM, HCMC) Lþ thuy¸t X¡c su§t v  Thèng k¶ To¡n håc Ng y 2 th¡ng 9 n«m 2013 18 / 30



2.1 X¡c su§t cõa bi¸n cè ng¨u nhi¶n

Kþ hi»u P(A) ho°c PA.

Kh£ n«ng x£y ra cõa bi¸n cè A
Probability - kh£ n«ng, câ thº
Câ 4 �ành ngh¾a v· x¡c su§t
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�ành ngh¾a x¡c su§t theo c¡c quan �iºm

T¦n su§t

�çng kh£ n«ng
H¼nh håc
H» ti¶n �· Kolmogorov
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�ành ngh¾a x¡c su§t theo quan �iºm t¦n su§t

T¦n su§t fn(A) = m
n , khi thüc hi»n n quan s¡t câ m quan s¡t xu§t

hi»n bi¸n cè A.0 ≤ m ≤ n.

T½nh ch§t

1 0 ≤ fn(A) ≤ 1
2 n¸u A

⋂
B = ∅, th¼ fn(A

⋃
B) = fn(A) + fn(B).

Khi n �õ lîn, fn(A) ≈ p.

Gåi p = P(A), l  x¡c su§t xu§t hi»n bi¸n cè A.
V½ dö: t¦n su§t sinh con trai, g¡i 107/100 ' 0.5, n¶n coi x¡c su§t
sinh con trai l  0.5.
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V½ dö

Gieo mët �çng xu c¥n �èi �çng ch§t nhi·u l¦n. T¦n su§t xu§t hi»n
m°t s§p l  x§p x¿ 1

2
. Cö thº

Ng÷íi thüc hi»n

1 Buffon gieo �çng xu 4040 l¦n, câ 2048 l¦n s§p, t¦n su§t s§p l  0.5080
2 Pearson gieo �çng xu 12000 l¦n, câ 6019 l¦n s§p, t¦n su§t s§p l 

0.5016
3 Pearson gieo �çng xu 24000 l¦n, câ 12012 l¦n s§p, t¦n su§t s§p l 

0.5005
4 Xin míi gieo �çng xu 48.000 l¦n, quan s¡t sè l¦n xu§t hi»n m°t s¥p,

h¢y t½nh t¦n su§t s§p!
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�ành ngh¾a x¡c su§t theo quan �iºm �çng kh£ n«ng

�çng kh£ n«ng = faire = b¼nh �¯ng.

Gi£ sû Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}, l  khæng gian c¡c bi¸n cè sì c§p.
T½nh ch§t

1 Ω l  khæng gian húu h¤n, tùc l  sè ph¦n tû = card (Ω) = n, n <∞
2 C¡c bi¸n cè sì c§p ωj l  �çng kh£ n«ng, tùc l 

P(ωj) = 1

n ,∀j = 1, 2, . . . , n.

Gi£ sû A ⊆ Ω, card(A) = m ≤ n.

Khi �â, P(A) = m
n , l  x¡c su§t xu§t hi»n bi¸n cè A.

T½nh ch§t cõa P(A)

1 P(A) ≥ 0 (t½nh khæng ¥m)
2 P(Ω) = 1 (t½nh �¦y �õ)
3 n¸u A

⋂
B = ∅, th¼ P(A

⋃
B) = P(A) + P(B). (t½nh cëng t½nh)

V½ dö: Gieo 2 �çng xu c¥n �èi v  �çng ch§t. X¡c su§t xu§t hi»n
"nh§t ¥m, nh§t d÷ìng" l  p = 1

2
.
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2 P(Ω) = 1 (t½nh �¦y �õ)
3 n¸u A

⋂
B = ∅, th¼ P(A

⋃
B) = P(A) + P(B). (t½nh cëng t½nh)

V½ dö: Gieo 2 �çng xu c¥n �èi v  �çng ch§t. X¡c su§t xu§t hi»n
"nh§t ¥m, nh§t d÷ìng" l  p = 1

2
.
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�ành ngh¾a x¡c su§t theo quan �iºm h¼nh håc

�ë �o = sè �o. Vîi R1, �ë �o l  �ë d i. Vîi R2, �ë �o l  di»n t½ch.
Vîi R3, �ë �o l  thº t½ch, ...

Gi£ sû khæng gian Ω l  khæng gian �o �÷ñc. µ(Ω) = n <∞ l  �ë �o
cõa Ω

Gi£ sû A ⊆ Ω, µ(A) = m.

Khi �â, P(A) = m
n , l  x¡c su§t xu§t hi»n bi¸n cè A.

V½ dö: (b i to¡n g°p gï) Hai ng÷íi b¤n hµn g°p nhau t¤i mët �àa
�iºm trong kho£ng thíi gian 60 phót, vîi �i·u ki»n hå ch¿ �ñi nhau 20
phót t½nh tø thíi �iºm tîi cõa méi ng÷íi. T½nh x¡c su§t �º hai ng÷íi
�â g°p �÷ñc nhau.
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�ành ngh¾a x¡c su§t theo h» ti¶n �· (�åc th¶m)

Gi£ sû Ω 6= ∅. �°t B = {A ⊆ Ω).

Tªp B �÷ñc gåi l  σ− �¤i sè, n¸u

1 Ω ∈ B.
2 n¸u A ∈ B, th¼ A ∈ B.
3 n¸u A,B ∈ B, th¼ A

⋃
B ∈ B.

C°p (Ω,B) �÷ñc gåi l  khæng gian �o �÷ñc. Måi A ∈ B �÷ñc gåi l 
bi¸n cè ng¨u nhi¶n (tªp �o �÷ñc)
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�ành ngh¾a x¡c su§t theo h» ti¶n �· (�åc th¶m)

H m tªp f (A) x¡c �ành tr¶n khæng gian �o �÷ñc (Ω,B) �÷ñc gåi l 
x¡c su§t cõa bi¸n cè A, n¸u

1 P(A) ≥ 0.
2 P(Ω) = 1.
3 n¸u A

⋂
B = ∅, th¼ P(A

⋃
B) = P(A) + P(B).

Bë ba (Ω,B,P) �÷ñc gåi l  khæng gian x¡c su§t Kolmogorov.
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H» qu£ tø c¡c ti¶n �· x¡c su§t

∅ ∈ B, ngh¾a l  tªp réng l  mët bi¸n cè ng¨u nhi¶n

n¸u A,B ∈ B, th¼ A
⋂

B ∈ B, ngh¾a l  giao cõa hai bi¸n cè ng¨u
nhi¶n l  mët bi¸n ng¨u nhi¶n
P(∅) = 0.
n¸u A ⊆ B, th¼ P(A) ≤ P(B).

vîi måi bi¸n cè ng¨u nhi¶n A, 0 ≤ P(A) ≤ 1.
n¸u A ⊆ B, th¼ P(A\B) = P(A)− P(B).

P(A) = 1− P(A).
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1.5 C¡c ki¸n thùc bê tóc

1. Gi£i t½ch tê hñp.

1 Ch¿nh hñp l°p: Ak
n = n!

(n−k)! . Ch¿nh hñp khæng l°p: Āk
n = nk

2 Ho¡n và n ph¦n tû: Pn = n! = 1× 2× . . .× (n − 1)× n
3 Tê hñp chªp k tø n ph¦n tû: C k

n = n!
k!(n−k)!

2. To¡n cao c§p.

1 Chuéi Taylor: ex =
∞∑
k=0

xk

k! .

2 T½ch ph¥n Euler-Poisson:
∫ +∞
−∞ e−

1

2
x2dx =

√
2π.
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n = nk

2 Ho¡n và n ph¦n tû: Pn = n! = 1× 2× . . .× (n − 1)× n
3 Tê hñp chªp k tø n ph¦n tû: C k

n = n!
k!(n−k)!

2. To¡n cao c§p.
1 Chuéi Taylor: ex =

∞∑
k=0

xk

k! .

2 T½ch ph¥n Euler-Poisson:
∫ +∞
−∞ e−

1

2
x2dx =

√
2π.

PGS.TS.Tr¦n Lëc Hòng (UFM, HCMC) Lþ thuy¸t X¡c su§t v  Thèng k¶ To¡n håc Ng y 2 th¡ng 9 n«m 2013 28 / 30



1.6 B i tªp ch÷ìng 1

1. Trong 100 v² sè tø sè 00 tîi 99 câ v² tróng th÷ðng. Mët sinh vi¶n
mua 5 v². T½nh x¡c su§t �º sinh vi¶n �â tróng �÷ñc v² th÷ðng. H¢y
t½nh kh£ n«ng tróng gi£i �ëc �­c trong 106 v² sè b¡n ra, n¸u mët
nguíi mua 100 v².

2. Mët khèi lªp ph÷ìng câ 6 m°t qu²t sìn �÷ñc chia th nh 1000 khèi
lªp ph÷ìng con �·u nhau. L§y ng¨u nhi¶n 3 khèi.

1 T½nh x¡c su§t l§y �÷ñc 1 khèi câ 2 m°t qu²t sìn v  2 khèi câ 3 m°t
qu²t sìn.

2 T½nh x¡c su§t l§y �÷ñc c£ 3 khèi câ 3 m°t qu²t sìn.
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B i tªp ch÷ìng 1

3. Gieo mët con xóc x­c c¥n �èi �çng ch§t 2 l¦n. H¢y t½nh x¡c su§t

1 M°t 6 xu§t hi»n �óng mët l¦n
2 M°t ch®n xu§t hi»n c£ hai l¦n
3 Têng c¡c m°t xu§t hi»n l  4.
4 Têng c¡c m°t xu§t hi»n chia h¸t cho 3?

4. (B i to¡n chi¸c kim Buffon 1777) Tr¶n m°t ph¯ng câ k´ c¡c �÷íng
th¯ng song song c¡ch �·u nhau mët kho£ng c¡ch 2a, ng÷íi ta gieo
mët chi¸c kim câ �ë d i 2b, (b<a). T½nh x¡c su§t �º chi¸c kim c­t
mët �÷íng th¯ng tr¶n m°t ph¯ng.
5. Mët thanh gé bà g¢y ng¨u nhi¶n t¤i 2 �iºm. T½nh x¡c su§t �º 3
�o¤n g¢y gh²p l¤i th nh mët tam gi¡c.
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