
OPTIMIZACIÓN BINIVEL DEL PARÁMETRO DE

REGULARIZACIÓN CON DEPENDENCIA ESPACIAL DEL

MODELO DE VARIACIÓN TOTAL GENERALIZADA PARA EL

FILTRADO DE RUIDO EN IMÁGENES.

Maribel Kateryn Herrera Terán†; Juan Carlos De los Reyes Bueno‡

†Escuela Politécnica Nacional, Centro de Modelización Matemática, Quito, Ecuador

e-mail: kateryn.herrera@epn.edu.ec
‡Escuela Politécnica Nacional, Centro de Modelización Matemática, Quito, Ecuador

e-mail: juan.delosreyes@epn.edu.ec

Resumen: Nuestro objetivo es plantear y resolver un problema de optimización binivel no lineal en espacios
funcionales, para determinar el valor óptimo de los parámetros con dependencia espacial del modelo de variación
total (TV) y del modelo de variación total generalizada (TGV) para el filtrado de ruido en imágenes. El considerar la
dependencia espacial de los parámetros nos permite filtrar ruido no uniforme en una imagen, lo que nos acerca más
a situaciones reales donde no se conocen el tipo ni la distribución de ruido que puede cubrir información relevante.

Los resultados analíticos que se presentan son la existencia de soluciones del problema de optimización de pará-
metros, la Fréchet diferenciabilidad del operador solución, lo que permite probar la existencia de multiplicadores de
Lagrange. Se evidenció que los multiplicadores asociados a las restricciones de positividad son medidas, que compu-
tacionalmente hablando son muy costosas de implementar. Para superar esto se propusó introducir la regularización
de Moreau-Yosida, donde se estableció el sistema de optimalidad asociado al problema regularizado y se mostró que
las soluciones de los problemas regularizados convergen hacia la solución del problema original.

Palabras claves: Restauración de imágenes, variación total, variación total generalizada, optimización binivel, ruido
no uniforme.

Abstract: In this thesis, we study and solve a nonlinear bilevel optimization problem in function spaces. The goal
is to determine the optimal spatially dependent regularization parameters in total variation (TV) and generalized
total variation (TGV) image denoising models. Considering the spatial dependence of the parameters allows us to
filter non-uniform noise in an image, which brings us closer to real situations where the type and distribution of
noise are not known.

We present some analytical results like the existence of solutions of the problem of parameter optimization, the
Fréchet differentiability of the solution operator, which allows to prove the existence of Lagrange multipliers. The
multipliers associated with the positivity constraints are regular Borel measured which are very difficult to compute.
In order to overcome this issue, we proposed a Moreau-Yosida regularization, where the optimality system associated
with the regularized problem was established and we prove that the solutions of regularized problems converge to
the solution of the original one.

Keywords: Denoising, total variation, generalized total variation, nonlinear bilevel optimization, non-uniform noise.

1. INTRODUCCIÓN

En las dos últimas décadas, el procesamiento digital
de imágenes ha ganado gran importancia dentro de dis-
tintas áreas de la ciencia, debido a que cada día la infor-
mación visual es más importante y abundante. El proce-
samiento digital de imágenes es un conjunto de modelos
y algoritmos que se aplican a imágenes deterioradas, con
el objetivo de mejorar su calidad y facilitar la extracción

de algún tipo de información, ya sea para la interpreta-
ción humana o de máquinas autónomas.

Entre los problemas más interesantes a tratar dentro
del procesamiento de imágenes se encuentran: la decon-
volución de imágenes borrosas, el escalado por la com-
presión de datos, la localización de objetos, la reconstruc-
ción de partes deterioradas y el filtrado de ruido. Este úl-
timo, se conoce como denoising y será el tema central de
este trabajo.
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El problema de denoising consiste en quitar borrosi-
dades fruto de la presencia de ruido, este fenómeno es
inevitable y puede tener varias fuentes como: errores de
transmisión, defectos del dispositivo, interferencia, entre
otras. Se pueden identificar distintos tipos de ruido ba-
sados en el dispositivo que obtiene la imagen, algunos
ejemplos son:

• Ruido gaussiano presente en tomografías por reso-
nancia magnética (TRM).

• Ruido de poisson presente en tomografías por emi-
sión de positrones (TEP).

• Ruido de impulso presente en sensores de cámaras.

Varios modelos basados en métodos variacionales y en
ecuaciones en derivadas parciales han sido planteados
para el problema de denoising, entre los cuales se des-
tacan: el modelo de variación total (TV) propuesto por
Rudin, Osher y Fatemi [9], el modelo basado en la ecua-
ción de calor [10], y el de, Bredies, Kunish y Pock [1] apli-
cando la regularización de variación total generalizada TGV,
entre otros. En este trabajo nos concentraremos en el es-
tudio de los modelos de variación total TV y TGV.

2. MODELO DE VARIACIÓN TOTAL
GENERALIZADA

La regularización de variación total (TV) [9] preserva
los bordes y se comporta muy bien si la imagen a ser re-
construida, vista como función, es constante a trozos. Sin
embargo, si se consideran funciones lineales a trozos, que
es el caso de las imágenes, se produce un efecto de es-
calonamiento [8]. Una posibilidad para contrarrestar tal
efecto es introducir derivadas de orden superior en la re-
gularización. Así, la regularización de variación total genera-
lizada (TGV) fue introducida como una variante de orden
superior de la regularización de variación total en el pro-
cesamiento digital de imágenes. En este trabajo, nos con-
centraremos en el modelo de variación total generalizada
de segundo orden TGV2 [1].

Sean Ω un subconjunto acotado de R2, f : Ω → R

la imagen observada. El modelo TGV2 para el filtrado de
ruido consiste en encontrar u ∈ BV(Ω), es decir una fun-
ción con variación acotada, solución del problema de mi-
nimización,

mı́n
u∈BV(Ω)

TGV2
α,β(u) +

1
2
‖u− f ‖2

L2(Ω), (1)

donde α, β son parámetros positivos y

TGV2
α,β(u) := mı́n

w∈BD(Ω)
α‖Du− w‖M(Ω;R2)

+ β‖Ew‖M(Ω;Sym(R2)),

con BD el conjunto de las funciones con deformación aco-
tada,

BD(Ω) := {w ∈ L1(Ω; Rn) : ‖Ew‖M(Ω;Sym(R2)) < ∞},

E denota el gradiente simetrizado, Sym(R2) el espacio
de tensores simétricos de orden 2 con argumentos en
R2,M(Ω; Sym(R2) el espacio de las medidas de Borel
con valores en Sym(R2) y

‖Du‖M(Ω;R2) = sup
{ ∫

Ω
u∇ · φ dx : φ ∈ C∞

0 (Ω, R2),

‖φ‖C∞
0 (Ω,R2) ≤ 1

}
,

‖Ew‖M(Ω;Sym(R2)) = sup
{ ∫

Ω
w∇ · φ dx :

φ ∈ C∞
0 (Ω, Sym(R2), ‖φ‖C∞

0 (Ω,Sym(R2) ≤ 1
}

.

El modelo de variación total TV está determinado por:

mı́n
u∈BV(Ω)

TV(u) +
α

2
‖u− f ‖2

L2(Ω), (2)

Los parámetros de regularización α, β determinan la in-
fluencia de los términos en (1), por lo que su valor es crí-
tico. Es así que nuestro objetivo es determinar el valor
óptimo de los parámetros de regularización en el caso de
imágenes que presentan ruido no uniforme.

3. ESTUDIO DEL PARÁMETRO DE
REGULARIZACIÓN

Como se analizó antes, el parámetro de regularización
determina la influencia de los términos en el modelo de
filtrado de ruido, por lo que su elección es crucial para
conseguir el equilibrio entre la estabilidad de la solución
y la calidad de los datos. La pregunta que surge inmedia-
tamente es: ¿ existe un método sistemático para elegir el
parámetro de regularización?. La respuesta es afirmativa
y una de las alternativas consiste en plantear la estima-
ción óptima del parámetro de regularización mediante
un problema de optimización en dos niveles. Esta técnica
proviene del aprendizaje automático de máquinas cono-
cido como Machine Learning que consiste en aprender in-
formación de una muestra de datos que se aplicará luego
a los términos desconocidos.

Para evidenciar que es importante conocer la distri-
bución y localización del ruido, a continuación en la Fi-
gura 1 se presenta una imagen con ruido no uniforme,
donde se aprecia dos intensidades de ruido. El ruido más
fuerte está localizado en el centro de la imagen y uno leve
en el resto de la imagen. Si se considera filtrar la imagen
utilizando un parámetro real el ruido en la parte central
persiste.

Figura 1. A la izquierda, la imagen con ruido no uniforme y a la
derecha la imagen filtrada.
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4. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Los parámetros α, β se consideran usualmente como
valores reales. En este trabajo se propone considerar la
dependencia espacial de los parámetros, con el objetivo
de filtrar ruido no uniforme en una imagen, lo que nos
permite acercarnos más a situaciones reales donde no se
conocen el tipo ni la distribución de ruido que puede cu-
brir información relevante. Así, consideramos los pesos
de (2) y (1) como funciones continuas P(α) y Q(β) que
tienen como dominio un espacio vectorial de dimensión
finita Rn y Rm, respectivamente. La idea de considerar es-
pacios de dimensión finita surge de los dispositivos mé-
dicos, donde el número de valores que se pueden calibrar
para adquirir una imagen es finito.

La idea de plantear un problema de optimización, pa-
ra determinar el valor óptimo de los parámetros reales
del modelo TV y TGV2 para el filtrado de ruido conside-
rando conjuntos de entrenamiento, fue propuesta en [6]
y [2], respectivamente. Siguiendo con esta idea, el proble-
ma de optimización binivel para determinar P(α) y Q(β),
tiene como restricción el modelo del filtrado de ruido TV
o TGV2 y será:

mı́n
(α,β)∈RN+M

F(uα,β) (3a)

sujeto a

uα,β ∈ arg mı́n
u∈BV(Ω)

J (u, P(α), Q(β)) +
1
2
‖u− f ‖2

L2(Ω) (3b)

P(α), Q(β) ≥ 0, en todo punto de Ω (3c)

donde

F(uα,β) :=
1
2
‖ f0 − uα,β‖L2(Ω) + ξ(‖α‖2

RN + ‖β‖2
RM ),

J (u, P(α), Q(β)) determina el modelo que deseamos em-
plear TV o TGV2 y f0 es una imagen tomada con la máxi-
ma precisión posible, esta corresponde al conjunto de en-
trenamiento que en este caso simplificado se considera un
conjunto de un elemento. La idea de trabajar con conjun-
tos de entrenamiento proviene del Machine Learning. Esta
técnica consiste en aprender información de una muestra
de datos que se aplicará luego a los términos desconoci-
dos.

5. ANÁLISIS DEL PROBLEMA BINIVEL

Las dificultades que surgen de inmediato al tratar un
problema binivel no lineal en espacios de dimensión in-
finita son la no diferenciabilidad de la restricción (3b), lo
que hace imposible verificar condiciones de calificación
para sistemas de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). En este tra-
bajo se propone utilizar técnicas de regularización para
demostrar la existencia de los multiplicadores de Lagran-
ge y determinar así el sistema de optimalidad asociado al
problema binivel que permita estimar el valor óptimo de
los parámetros.

Empecemos por reemplazar el términoJ (u, P(α), Q(β))
de la restricción (3b) por su versión regularizada
J γ,µ(u, P(α), Q(β)), con parámetro γ > 0 asociado a
la regularización de Huber y parámetro µ > 0 asocia-
do al término elíptico. La regularización de Huber C1

| · |γ : Rn −→ R está definida por,

|u|γ =


‖u‖+ γ

2 t2
1 − t2 + A si Aγ,

B‖u‖+ C‖u‖2 − γ3

6 ‖u‖3 + D si Sγ,

γ
2 ‖u‖2 si Iγ,

donde ‖ · ‖ corresponde a la norma euclidiana en Rn,
t1 = 1

γ (1−
1

2γ ), t2 = 1
γ (1 +

1
2γ ),

A = B(t1 − t2) +
C
2
(t2

1 − t2
2)−

γ3

6
(t3

1 − t3
2),

B = 1− (2γ + 1)2

8γ
,

C =
γ

2
(2γ + 1),

D =

(
γ

2
− B

2

)
t2
1 − B‖t1‖+

γ3

6
‖t1‖3.

Se definen los conjuntos activo, semi-activo e inactivo co-
mo sigue,

Aγ :=
{

u ∈ Ω : γ‖u‖ ≥ 1 +
1

2γ

}
,

Sγ :=
{

u ∈ Ω : 1− 1
2γ
≤ γ‖u‖ ≤ 1 +

1
2γ

}
,

Iγ :=
{

u ∈ Ω : γ‖u‖ ≤ 1− 1
2γ

}
.

En el caso del modelo de variación total tenemos que

TVγ,µ
α (u) =

∫
Ω
|Du|γ +

µ

2
‖u‖2

H1(Ω) (4)

y para el modelo de variación total generalizada tenemos

TGV2,γ,µ
α,β (u) := mı́n

w∈H1(Ω)

∫
Ω

P(α)|Du− w|γ

+
∫

Ω
Q(β)|Ew|γ +

µ

2

(
‖u‖2

H1(Ω) + ‖w‖
2
H1(Ω)

)
, (5)

donde H1(Ω) = H1(Ω; RN).
Considerar J γ,µ(u, P(α), Q(β)) permite que el pro-

blema de optimización inferior (3b) se pueda reemplazar
por su condición necesaria y suficiente de optimalidad,
se obtiene así un problema de optimización con restric-
ciones. Para establecer el sistema de optimalidad de este
problema de optimización con restricciones se deben ve-
rificar la diferenciabilidad del operador solución, que la
ecuación adjunta esta bien planteada y a continuación de-
mostrar la existencia de los multiplicadores de Lagrange
para finalmente caracterizar del gradiente del funcional
de costo reducido, el cual juega un papel importante en el
desarrollo de algoritmos de solución rápida para los pro-
blemas de aprendizaje. Estos resultados no se presentan
en este escrito pues son extensos, pero pueden ser con-
sultados en el trabajo de titulación.
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6. PROBLEMA REGULARIZADO

Se demostró que los multiplicadores de Lagrange aso-
ciados a la restricción de desigualdad (3c) son medidas,
cuya implementación numérica es muy complicada. Co-
mo alternativa a esto se introduce la Regularización de
Moreau-Yosida [7], que consiste en penalizar el funcional
de costo con una función C1 cuando la restricción de po-
sitividad no se verifica [3],

1
2η
‖mı́n(0, ηP(α))‖2

L2(Ω) +
1

2η
‖mı́n(0, ηQ(β))‖2

L2(Ω).

Esta técnica ha sido ampliamente utilizada en trabajos co-
mo [4], [5] donde se consideran problemas de control óp-
timo con restricciones de desigualdad. Se define la familia
de problemas η-penalizados como:

mı́n
(α,β)∈RN+M

Fη(uα,β) (6a)

sujeto a

uα,β ∈ arg mı́n
u∈H1(Ω)

Jγ,µ(u; P(α), Q(β)), (6b)

con η > 0 el parámetro de regularización y el funcional
Fη(uα,β) está determinado por:

Fη(uα,β) := F(uα,β) +
1

2η
‖mı́n(0, ηP(α))‖2

L2(Ω)

+
1

2η
‖mı́n(0, ηQ(β))‖2

L2(Ω),

donde,

F(uα,β) =
1
2
‖ f0 − u‖2

L2(Ω) + ξ(‖α‖2
RN + ‖β‖2

RM ).

En el siguiente teorema, se estudia la convergencia de
las soluciones del problema η-regularizado a las solucio-
nes del problema original en el caso TGV.

TEOREMA 1. La sucesión {(uη , wη , αη , βη)}η>0 de solucio-
nes del problema η-regularizado (6) contiene una subsu-
cesión que converge fuertemente en H1(Ω) ×H1(Ω) ×
RN+M a una solución óptima (ū, w̄, ᾱ, β̄) del problema
original.

Finalmente, se establece el sistema de optimalidad
asociado al problema regularizado (6) y gracias al Teo-
rema 1 se garantiza la convergencia a la solución del pro-
blema original.

a(y, Ψ) +
∫

Ω
P(α)hγ(Du− w)(Dφ− ϕ) dx

+
∫

Ω
Q(β)hγ(Ew)Eϕ dx +

∫
Ω
(u− f )φ dx = 0 (7a)

F′η(u)δu + µ(p1, δu)H1 + µ(p2, δw)H1

+
∫

Ω
P(α)h′γ(Du− w)(Dδu − δw)(Dp1 − p2)

+
∫

Ω
Q(β)h′γ(Ew)EδwEp2 +

∫
Ω

p1δu = 0 (7b)

∇F(uα,β) =
∫

Ω
P′(α)hγ(Du− w)(Dp1 − p2) dx

+
∫

Ω
mı́n(0, P(α))P′(α) dx +

∫
Ω

mı́n(0, Q(β))Q′(β) dx

+
∫

Ω
Q′(β)hγ(Ew)Ep2 dx = 0. (7c)

En la siguiente sección se abordará la implementación
numérica del problema de optimización de parámetros,
para lo cual empezaremos por presentar el problema en
una dimensión. Los esquemas de discretización de las
ecuaciones de estado, adjunta y del gradiente no se inclu-
yen pues son extensos. El algoritmo para la optimización
de parámetros se presenta a continuación el algoritmo 1,

Algorithm 1 BFGS optimización de parámetros

1: Dados f , fo, µ, γ, η, ξ
2: Inicializar k = 0, B0, α0, β0
3: Repetir
4: Calcular P(αk), Q(βk), P′(αk) y Q′(βk)
5: Resolver la ecuación de estado usando el algoritmo 2,

(uk, wk)
6: Resolver la ecuación adjunta usando el algoritmo 3,

pk = (p1
k , p2

k)
7: Calcular ∇Fη(αk, βk),
8: sk = (αk+1, βk+1)− (αk, βk),
9: zk = ∇Fη(αk+1, βk+1)−∇Fη(αk, βk)

10: If sT
k zk > 0then

Bk+1 = Bk +
(sk − Bkzk)sT

k + sk(sk − Bkzk)
T

sT
k zk

− (sk − Bkzk)
Tzk

(sT
k zk)2

sksT
k . (8)

11: Calcular la dirección de descenso como
12: dk = −Bk+1∇Fη(αk, βk)
13: else
14: Calcular la dirección de descenso como
15: dk = −Bk∇Fη(αk, βk)
16: End
17: Determinar el paso de descenso λ usando una de bús-

queda lineal
18: Actualizar
19: (αk+1, βk+1) = (αk, βk) + λdk
20: k = k + 1
21: Hasta verificar criterio de parada.
22: Retornar (αk, βk)
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Algorithm 2 Newton Semi-Smooth–ecuación de estado

1: Dados f , α, β, µ, γ
2: Evaluar P(α), Q(β)
3: Inicializar k = 0, u0, q0, w0, r0
4: Repetir H′(u, q, w, r)(∆u, ∆w) = −H(u, q, w, r), con

H(uk, qk, wk, rk) =

 −µAu + µu + (u− f )− γdivP(α)Imáx(Gu− w)

−µ
−→
Aw + µw− γP(α)Imáx(Gu− w)− γ

−→
Div Q(β)IemáxEw


H′(uk, qk, wk, rk) = −µA + (µu + 1)I −G′P(α)Imáx(Hγ q̂G− γG) −G′P(α)Imáx(−Hγ q̂ + γI)

P(α)Imáx(Hγ q̂G− γG) −µ
−→
Aw + µI + P(α)Imáx(−Hγ q̂

+γI)−−→Div Q(β)Iemáx(Heγ r̂− γE)


5: Actualizar

∆q = −Imáx
(

máx(1, γ|Gu− w|)q− γ(Gu− w) + Hγ q̂G∆u− γG∆u + Hγ q̂∆w + γ∆w
)

∆r = −Iemáx
(

máx(1, γ|Ew|)r− γ(Ew) + Heγ r̂E∆w− γE∆w
)
.

(uk+1, qk+1, wk+1, rk+1) = (uk, qk, wk, rk) + (∆u, ∆q, ∆w, ∆r)
k = k + 1

6: Hasta verificar criterio de parada ‖(uk+1, qk+1, wk+1, rk+1)− (uk, qk, wk, rk)‖ < tol
7: Retornar (uk, wk)

Algorithm 3 Ecuación adjunta

1: Dados f0, u, w, α, β, µ, γ
2: Evaluar P(α), Q(β)
3: Resolver ( −µA + (µ + 1)I− divP(α)h′γ(Gu− w)G divP(α)h′γ(Gu− w)

−P(α)h′γ(Gu− w)G −µ
−→
A + µI + P(α)h′γ(Gu− w)−−→DivQ(β)h′γ(Ew)E

)
(

p1
p2

)
=

(
−u + fo

O

)
4: Retornar p = (p1, p2)

7. FILTRADO DE RUIDO DE SEÑALES

7.1 Comparación modelo TV y TGV

Sabemos que la regularización de variación total (TV)
[9] preserva los bordes y se comporta muy bien si la ima-
gen a ser reconstruida vista es constante a trozos. Sin em-
bargo, si se consideran funciones lineales a trozos se pro-
duce un efecto de escalonamiento [8]. Una posibilidad
para contrarrestar tales efectos es introducir derivadas de
orden superior en la regularización. Así, la regularización
de variación total generalizada (TGV) fue introducida como
una variante de orden superior de la regularización de
variación total en el procesamiento digital de imágenes.
Para evidenciar este efecto a continuación se presenta el
problema de filtrado de ruido de señales, es decir, el pro-
blema en una dimensión, considerando los modelos TV y

TGV.
En este experimento se considera una función lineal

y constante a trozos con discontinuidades, con el fin de
mostrar los efectos de los modelos TV y TGV para el fil-
trado de ruido.

Se define fo como la señal original sin ruido, como si-
gue

f0 =


0 0 ≤ x ≤ 1/4

1 + 2(x− 1/4) 1/4 ≤ x ≤ 2/4
2 2/4 ≤ x ≤ 3/4

2− 4(x− 3/4) 3/4 ≤ x ≤ 1.

Para generar la señal con ruido se suma a la función
fo : [0, 1] −→ R una variable aleatoria con distribución
Gaussiana de media 0 y desviación estándar 0.1, a la que
llamaremos f . Nuestro objetivo es filtrar el ruido y man-
tener las principales características de la función original
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fo, para lo cual, se prueban distintos valores de los pará-
metros de regularización (α, β), esto para mostrar la im-
portancia del problema de optimización de parámetros.

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

0

0,5

1

1,5

2

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

0

0,5

1

1,5

2

Figura 2. A la izquierda, la función original fo y a la derecha la
función con ruido f .

Para comparar los resultados obtenidos, con diferen-
tes valores de parámetros de los regularización escalar, se
calcula la relación señal ruido SNR (Signal to noise ratio),
que es una medida usada en ciencia e ingeniería para me-
dir el nivel de una señal deseada con el nivel de ruido.Los
parámetros empleados para este experimento fueron: nú-
mero de puntos de la malla n = 100, tamaño de la malla
h = 1/(n+ 1), regularización de Huber γ = 1e3, peso del
término elíptico µ = 1e− 9.

En la Tabla 1 se muestran los resultados obtenidos va-
riando el valor del parámetro de regularización, además
se presentan el número de iteraciones y el valor de SNR.
En el caso del modelo de variación total TV el mejor re-
sultado se obtuvo con α = 490, mientras que en el caso
del modelo de variación total generalizada TGV es mu-
cho más difícil hallar el valor de los parámetros α, β por
lo cual se emplea la heurística propuesta en [2], el mejor
resultado se obtuvo con el parámetro (α, β) = (0.13, 0.3).

Modelo TV Modelo TGV

Pará-
metro

α

Núme-
ro de
itera-
ciones

SNR
Pará-
metro
α/n

Pará-
metro
β/n2

Núme-
ro de
itera-
ciones

SNR

10 25 9.4035 0.3

0.3

1615 31.9961

300 9 30.2541 0.05 14 29.1265
400 9 30.4900 0.1 13 34.4104
480 9 30.5280 0.12 15 35.3119
490 9 30.5282 0.13 15 35.4592

495 9 30.5280

0.1

0.31 14 34.3812

500 9 30.5277 0.1 29 33.2615
1000 12 30.2490 0.25 15 34.3812

Tabla 1. Resultados obtenidos con distintos valores del paráme-
tro de regularización.

A continuación, se presentan en la Figura 3 en color
rojo las mejores soluciones usando los modelos de varia-
ción total y de variación total generalizada y en color azul
la función original.
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Figura 3. A la izquierda, la solución del modelo TV con α =
490 y a la derecha la solución del modelo TGV con (α, β) =

(0.13, 0.3).

Como se esperaba la regularización de variación to-
tal produce un efecto de escalera en los intervalos donde
la función es lineal, mientras que en los intervalos donde
la función es constante se acerca mucho a la señal origi-
nal y por último hay que destacar que preserva los saltos.
Por otro lado, la regularización de variación total genera-
lizada se acerca mucho en los intervalos donde la función
es lineal, mientras que en los intervalos donde la función
es constante no se aproxima a la señal original y preserva
los saltos. En el contexto de las imágenes, los saltos repre-
sentan el cambio en la intensidad o color por presencia de
bordes y los intervalos donde la señal es lineal representa
el cambio de tono de un mismo color. Así, el modelo que
se emplee dependerá de la características de la función a
ser reconstruida y de los detalles que se quieran preser-
var.

7.2 Optimización de parámetros en una di-
mensión

A continuación, utilizamos al algoritmo de optimiza-
ción de parámetros propuesto, para determinar el peso
óptimo en el modelo de filtrado de ruido de señales usan-
do el modelo TGV. El objetivo de resolver el problema
en una dimensión es superar los inconvenientes que se
presenten en la implementación numérica y entender la
naturaleza del problema. Empecemos por realizar la si-
guiente observación

En el trabajo [2] se menciona la necesidad de usar es-
trategias de warm initialisation para garantizar la conver-
gencia del algoritmo. Así, la resolución de los experimen-
tos se realiza considerando un esquema de arranque en
caliente, el cual consiste en usar la solución obtenida em-
pleando el modelo TV como condición inicial para resol-
ver el modelo TGV. Es decir, tomaremos la mejor solución
obtenida usando el modelo variación total para inicializar
los algoritmos del modelo de variación total generalizada
TGV.

Se fijan los parámetros presentes en el problema bini-
vel como: ξ = 1e − 8 parámetro de Tikhonov, η = 1e4
parámetro de regularización de Moreau-Yosida y la tole-
rancia tol = 1e− 8. Considerando la idea del arranque en
caliente, se emplea (1/αTV , 2/(αTVn)) como punto ini-
cial, esto pues en el último experimento se determinó que
αTV = 490 era el mejor valor del parámetro en el caso del
modelo TV. En la Tabla 2 se muestran los resultados ob-
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tenidos, además se presentan el número de iteraciones, el
valor del funcional objetivo y el valor de las medidas de
comparación SNR y PSNR.

Punto
inicial

(α0/n, β0/n2)
SNR PSNR

Núme-
ro de
itera-
ciones

Parámetro
óptimo

(α∗/n, β∗/n2)

F.
objetivo

(n/αTV , 2n/αTV )
35.7479 34.1923 4 (0.1559, 0.4413) 1.9043e-

2

Tabla 2. Resultados de l problema de optimización de
parḿetros en una dimensión.

Las dificultades que se presentaron en este experi-
mento fueron determinar el punto inicial, pues existen
puntos que no llevan a una especie de planicie donde la
función objetivo no mejora su valor, para superar esto se
decidió usar el arranque en caliente.

En la Figura 4 se presentan los resultados obtenidos
usando el parámetro óptimo, determinado a través del
problema binivel y la solución usando (0.13, 0.1), este pa-
rámetro se determinó en el experimento anterior con un
proceso de inspección. A simple vista no es notoria la me-
joría en la aproximación de la función original por lo que
se destaca el uso de medidas como SNR y PSNR para la
comparación cuantitativa de las soluciones.
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Figura 4. A la izquierda, la solución del modelo TGV usando
el parámetro (α/n, β/n2)=(0.13,0.3) y a la derecha la solución

usando el parámetro óptimo (α∗/n, β∗/n2)= (0.1559,0.4413).

Usando el parámetro (0.13, 0.1) que se determinó
con un proceso de inspección, se obtuvieron los va-
lores SNR=35.4592 y PSNR=33.9035, como observamos
en la tabla 2, usando el valor del parámetro óptimo
(α∗/n, β∗/n2) y comparando las medidas SNR y PSNR el
valor obtenido es más alto por lo que es valioso el aporte
del problema de optimización de parámetros.

8. PROCESAMIENTO DE IMÁGENES

En esta sección, se presentan experimentos sobre la
optimización de parámetros del modelo de variación to-
tal y variación total generalizada para el filtrado de ruido
de imágenes. Se deben aclarar: el origen de las imágenes
con ruido no uniforme que se emplearon y las medidas
que nos permitirán comparar las imágenes resultantes,
por lo que, a continuación se presentan las siguientes ob-
servaciones.

Se emplean imágenes que presentan ruido no unifor-
me, estas se obtuvieron usando simulación de ruido, que
consiste en: dada una imagen original se perturbada su-
mando dos variables aleatorias con distribución Gaussia-
na de media 0 y desviación estándar σ1 y σ2, en distintas
localizaciones para obtener ruido no uniforme. Para que
sea un reto mayor el filtrado de ruido, se consideran re-
giones de tamaño a, y el esquema se resume en la Figura
5.

Figura 5. Simulación de ruido no uniforme.

Se utilizaron imágenes fo con distintas características
como: brillo, bordes, contenido y textura, lo que permitió
analizar el comportamiento de los algoritmos propuestos
en este trabajo. La implementación numérica se realizó
haciendo uso del software de programación Matlab, en
un equipo con procesador de Intel(R) Core(TM) i5 de 2.5
GHz con 4GB de memoria RAM.

9. EXPERIMENTOS MODELO DE VARIACIÓN
TOTAL

9.1 Experimento 1
En este experimento se mostrará la importancia de

emplear parámetros con dependencia espacial en lugar
de parámetros escalares para filtrar imágenes con ruido
no uniforme. Para esto se resolvió el problema de op-
timización de parámetros escalares, es decir, P(α) = α
y para el problema con dependencia espacial P(α) =
α1x + α2y + α3.

Se considera una imagen con detalles para apreciar
visualmente el efecto. La imagen original fue perturba-
da sumando dos variables aleatorias con distribución
Gaussiana de media 0 y desviación estándar σ1 =0.002,
σ2 =0.02, en distintas localizaciones para obtener ruido
no uniforme, como se observa en la Figura 6,

Figura 6. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 3 se muestran los resultados obtenidos
usando el modelo de variación total para el filtrado del
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ruido con parámetros escalares y con dependencia espa-
cial. Se fija como punto inicial α0 = 1500 en el caso escalar
y en el caso espacial α0 = 1500(1, 1, 1). Como se esperaba
los resultados obtenidos considerando el parámetro con
dependencia espacial son mejores.

Parámetro
P(α) SNR PSNR SSIM Parámetro

óptimo α∗
F.

objetivo

α 39.71 25.987 0.803 2054.0 1.618e-3
α1x + α2y +

α3
40.21 26.234 0.814 (886.59,734.35,1554.0)1.487e-3

Tabla 3. Comparación del parámetro escalar y con dependencia
espacial.

Figura 7. A la izquierda imagen solución con α escalar y a la
derecha la solución considerando dependencia espacial.

Consideremos ahora una perturbación de mayor ta-
maño, a = 40, para la cual se considero variables aleato-
rias con distribución Gaussiana de media 0 y desviación
estándar σ1 =0.001, σ2 =0.01, en distintas localizaciones
para obtener ruido no uniforme como se observa en la
Figura 8,

Figura 8. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 4 se muestran los resultados obtenidos
usando el modelo de variación total para el filtrado del
ruido con parámetros escalares y con dependencia espa-
cial. Se fija como punto inicial α0 = 1000 en el caso escalar
y en el caso espacial α0 = 1000(1, 1, 1). Como se esperaba
los resultados obtenidos considerando el parámetro con
dependencia espacial son mejores, respecto del valor de
SSIM.

Parámetro
P(α) SNR PSNR SSIM Parámetro

óptimo α∗
F.

objetivo

α 49.2651 27.432 0.8088 13618.0 6.979e-3
α1x + α2y +

α3
50.0049 27.802 0.8151 (670.65, 649.36,

797.19) 6.213e-4

Tabla 4. Comparación del parámetro escalar y con dependencia
espacial.

Visualmente los resultados nos muestran que los bor-
des no están definidos, en el siguiente capítulo analiza-
remos el modelo de variación total generalizada que nos
permitirá mejorar estos resultados.

Figura 9. A la izquierda imagen solución con α escalar y a la
derecha la solución considerando dependencia espacial.

9.2 Experimento 2

Este experimento se realizó para diferentes funciones
P(·) y tiene como objetivo analizar la convergencia del
método propuesto y ver la influencia de estas en el filtra-
do de ruido. La imagen que se considero para este expe-
rimento contiene tres regiones de dimensión a = 10 con
distintas localizaciones con el fin de evaluar la capacidad
del algoritmo para recuperar los detalles. Las variables
aleatorias que se usaron para representar ruido no uni-
forme tienen distribución Gaussiana de media 0 y des-
viación estándar σ1 =0.0005, σ2 =0.005, como se observa
en la Figura 10,

Figura 10. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 5 se muestran los resultados obtenidos pa-
ra diferentes funciones P(·), los mismos que se compa-
ran respecto de la medida SSIM. La condición inicial en
el caso del parámetro escalar fue α0 = 500 y el caso con
dependencia espacial α0 = 500(1, 1, 1). El mejor resulta-
do se obtuvo utilizando la función P(α) = α1 sin(x) +
α2 cos(y) + α3 que alcanzó 0.8196 en el índice SSIM. En
el caso de la función trigonométrica al algoritmo le toma
más iteraciones para determinar el parámetro óptimo.
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Parámetro P(α) SNR PSNR SSIM
Parámetro óptimo

α∗
F.

objetivo

α 44.467 27.736 0.7816 1680.2 1.011e-3

α1x + α2y + α3 45.849 28.427 0.8091
(530.84, 796.85,

1332.5) 8.928e-4

α1x2 + α2y2 + α3 45.408 28.207 0.7992
(-112.41, 196.46,

1862.0) 1.008e-3

α1 sin(x) +
α2 cos(y) + α3 45.953 28.479 0.8196

(482.87, 888.43,
1209.4) 8.641e-4

Tabla 5. Número de iteraciones para distintos valores del pará-
metro.

En la Figura 11 se comparan las imágenes obtenidas
para las diferentes funciones P(·).

a) α b) α1x + α2y + α3

c)
α1x2 + α2y2 + α3

d) α1 sin(x) +
α2 cos(y) + α3

Figura 11. Resultados obtenidos para distintos P(·).

Los experimentos nos han permitido mostrar que los
algoritmos planteados son potentes, pues son capaces de
recuperar la imagen del ruido utilizando menos de 20 ite-
raciones lo que es eficiente, considerando que las matri-
ces que se manipulan, en cada iteración, son de dimen-
sión 3n2 × 3n2, con n la dimensión de las imágenes.

10. EXPERIMENTOS MODELO DE VARIACIÓN
TOTAL GENERALIZADA

10.0.1 Experimento 1

En este experimento se mostrará la importancia de
emplear parámetros con dependencia espacial en lugar
de parámetros escalares para filtrar imágenes con rui-
do no uniforme. Para lo cual se resolvió el problema de
optimización de parámetros escalares, es decir, P(α) =

α, Q(β) = β y para el problema con dependencia espacial
P(α) = α1x + α2y + α3, Q(β) = β1x + β2y + β3.

Se considera una imagen con detalles para apreciar
visualmente el efecto. La imagen original fue perturba-
da sumando dos variables aleatorias con distribución
Gaussiana de media 0 y desviación estándar σ1 =0.002,
σ2 =0.02, en distintas localizaciones para obtener ruido
no uniforme como se observa en la Figura 12,

Figura 12. Imagen original e imagen con ruido no uniforme.

En la Tabla 6 se muestran los resultados obtenidos
usando el modelo de variación total generalizada para
el filtrado del ruido con parámetros escalares y con de-
pendencia espacial. Se fija como punto inicial (α0, β0) =
(1/αTV , 1/n ∗ αTV) en el caso escalar y en el caso espacial
(α0, β0) = (1/αTV(1, 1, 1), 1/n ∗ αTV(1, 1, 1)), donde αTV
corresponde al valor óptimo del parámetro del modelo
TV determinado en el capítulo anterior. Como se espe-
raba los resultados obtenidos considerando el parámetro
con dependencia espacial son mejores.

Figura 13. A la izquierda imagen solución con α escalar y a la
derecha la solución considerando dependencia espacial.

10. CONCLUSIONES

En este trabajo, se propone un enfoque de optimiza-
ción binivel en espacios funcionales con el objetivo de
determinar los parámetros de regularización con depen-
dencia espacial óptimos, presentes en los modelos de fil-
trado de ruido de imágenes usando variación total TV y
variación total generalizada TGV. Se presentó el análisis
teórico de este problema de optimización, así como su im-
plementación numérica.
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Parámetro P(α) Parámetro Q(α) SNR PSNR SSIM Parámetro óptimo α∗/n Parámetro óptimo β∗/n2 F. objetivo

α β 40.3760 26.3156 0.8201 5.729e-2 3.116e-2 9.598e-4
α1x + α2y + α3 β1x + β2y + β3 40.6241 26.4396 0.8265 (0.0510, 0.0510, 0.0510) (0.0252, 0.0369, -0.007) 1.091e-3

Tabla 6. Comparación del parámetro escalar y con dependencia espacial.

Las dificultades que surgen de inmediato al tratar un
problema binivel no lineal en espacios de dimensión infi-
nita son la no diferenciabilidad de la restricción, que co-
rresponde al problema de filtrado de ruido, lo que hace
imposible verificar condiciones de calificación para sis-
temas de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Para tratar el pro-
blema de no diferenciabilidad empleamos una regulari-
zación de tipo Huber para el término no diferenciable del
modelo TV y TGV. Además, para analizar este problema
en un espacio de Hilbert incorporamos un término elípti-
co al modelo original, esto basados en trabajos previos de
procesamiento de imágenes donde se muestra la existen-
cia y consistencia de emplear estas técnicas.

Los resultados analíticos que obtuvimos fueron la
existencia de soluciones del problema de optimización
de parámetros, se demostró la Fréchet diferenciabilidad
del operador solución, lo que permite probar la existen-
cia de multiplicadores de Lagrange. Además, la existen-
cia del estado adjunto, que permite obtener una caracte-
rización del gradiente del funcional de costo reducido. Se
evidenció que los multiplicadores asociados a las restric-
ciones de positividad son medidas, que computacional-
mente hablando son muy costosas de implementar. Pa-
ra superar esto se propusó introducir la regularización de
Moreau-Yosida, donde se estableció el sistema de optimali-
dad asociado al problema regularizado y se muestró que
las soluciones de los problemas regularizados convergen
hacia la solución del problema original.

Los valores óptimos de los parámetros con dependen-
cia espacial tanto del modelo TV como del TGV, se calcu-
lan numéricamente usando un método cuasi-Newton, es-
pecíficamente el método BFGS, junto con los algoritmos
de tipo Newton Semi-Smooth para la resolución del mo-
delo de filtrado de ruido. Para comparar el rendimien-
to de los modelos, en términos de calidad de imagen, se
emplearon las medidas SNR, PSNR y SSIM. El algoritmo
propuesto para la optimización de parámetros puede ser
empleado para determinar el peso del parámetro en el
modelo de filtrado de ruido de imágenes con ruido uni-
forme y no uniforme. Este es un proceso complejo, espe-
cialmente cuando la intervención del usuario es mínima,
pues existen aplicaciones donde el usuario señala la ubi-
cación e intensidad del ruido.

A continuación , se presentan las líneas de trabajo fu-
turas:

• En los experimentos se emplearon imágenes en es-
cala de grises, este estudio se puede extender a imá-
genes a color o multicanal.

• Se puede utilizar la descomposición de dominios
en las imágenes en los algoritmos planteados, si se
busca restaurar imágenes con tamaños superiores a
los 150× 150 píxeles.

• Las aplicaciones mostradas en este trabajo contem-
plan solo imágenes, sin embargo, se puede extender
su aplicación a secuencias de imágenes, es decir, ví-
deos.
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