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Juhani Paananen: Yhdeksinmenetelma peruslaskutoimitusten (kerto-, yhteen- ja
vahennyslasku) tarkistamisessa

Kertolasku

Et ole varmaankaan koskaan halunnut tarkistaa, onko laskutoimitus 1234 - 5678 = 7005652 oikein laskettu?
Silloin tdm4 artikkeli ei ole Sinua varten. Al4 missddn nimessi kiusaa itsedsi lukemalla artikkelia pidemmalle.

Kiusasit itsedsi lukemalla artikkelia ainakin tadhan kappaleeseen saakka. Jatka siis loppuun saakka. Moni sortuu
tarkistamaan laskun laskimella. Et kai juuri dsken tuottanut pettymysta itsellesi tekemalld samoin? Usko hyvalla.
Laita se laskin jo pois. Ja ei. Kdnnykan laskintakaan ei saa kayttaa.

Laskutoimitus voidaan tarkistaa yllattavan helposti ns. 9-menetelmalld. Tdma on aika monelle vieras menetelm3,
mutta se on erittdin kateva tapa tarkistaa laskutoimituksia.

Idea perustuu loppujen lopuksi yksinkertaiseen havaintoon, jonka moni on varmasti tehnyt jo ala-asteella
opetellessaan luvun 9 kertotaulua. Kertolaskujen 1-9,2 -9, ..., 10 - 9 lopputulokset saa mekaanisesti aikaiseksi
kirjoittamalla ensin allekkain numerot 0...9 (eli kasvavaan jarjestykseen) ja sen jalkeen niiden rinnalle numerot
9...0 (eli laskevaan jarjestykseen). Talloin saadaan aikaiseksi taulukko 1. Taulukon kolmannessa sarakkeessa
todetaan, ettd kun lukua 9 kerrotaan kokonaisluvulla 1..10, niin saadaan aina aikaiseksi luku, jonka
muodostamien numeroiden summa eli ns. poikkisumma on 9.

Taulukko 1. Yhdekséan kertotaulu, kun kertojana on luku valiltad 1...10

Kertolasku | Tulos | Numeroiden summa
1-9 09 0+9=9
2:9 18 1+8=9
3-9 27 2+7=9
4-9 36 3+6=9
5-9 45 44+5=9
6-9 54 5+4=9

-9 63 6+3=9
8-9 72 7+2=9
9-9 81 8+1=9
10-9 90 9+0=9

Enta sitten tasta eteenpdin? Katsotaan yhdeksan kertotaulua pidemmalle. Taulukon 2 kolmas sarake on kovin
ns. yhdeksanvoittoinen. Ainoastaan ensimmainen luku on yhdeksasta poikkeava, mutta sekin on 18 eli jos tdman
luvun numerot lasketaan yhteen 1 + 8, niin paadytaan jalleen poikkisumman arvoon 9.
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Taulukko 2. Yhdeksan kertotaulu, kun kertojana on luku valiltad 11...20

Kertolasku | Tulos | Numeroiden summa
11-9 99 9+9=18
12-9 108 1+40+8=9
13-9 117 1+1+7=9
14-9 126 1+2+6=9
15-9 135 1+34+5=9
16-9 144 1+4+4=9
17-9 153 1+5+3=9
18-9 162 1+6+2=9
19-9 171 1+7+1=9
20-9 180 1+8+0=9

Ei ryhdytd tdssa vaiheessa sen tarkemmin asiaa perustelemaan, mutta luvulla 9 jaolliset luvut ovat todellakin
kaikki sellaisia, ettd niiden numeroiden poikkisummaksi joko suoraan tai useampien summausvaiheiden kautta
saadaan aina 9.

Jos tutkitaan vaikkapa lukua 67982342454, niin numerot yhteen laskemalla saadaan summaksi 6 +7 + 9 +

8+2+3+4+4+2+4+5+ 4 =54, jonka numerot jilleen yhteen laskemalla antavat 5 + 4 = 9. Nain ollen

tiedetaan, ettd luku 67982342454 on jaollinen 9:1l4. Laskimella voi itse kukin tarkistaa, etta w antaa

vastaukseksi kokonaisluvun 7553593606.

"Eiké tdmd ole ihan kertakaikkisen joutavaa filosofiaa? Mité hyétyd tdstd on? Miksi ihmeessé edes luen tdtd
artikkelia?”, ajattelet varmaankin?

Tuska lisda tietoa, joten jatketaan pohdiskelua. Olemme tdhdn asti keskittyneet vain yhdeksalld jaollisiin
lukuihin. Suurin osa luvuista ei ole yhdeksalla jaollisia. Itse asiassa vain joka yhdeksas kokonaisluku on jaollinen
yhdeksalla. Tutkitaanpa, mita tapahtuu, kun jaetaan mielivaltainen luku 9:113. Olkoon taméa mielivaltainen luku
vaikkapa 193. Koska pidan itsestani ja ennen kaikkea omasta kasialastani, lasken lukijoiden riemuksi

. . 193 ... . .
jakokulmassa jakolaskun - T&ta voidaan ihastella kuvassa 1.
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Kuva 1. Jakokulmassa laskemisen suloista esteettisyytta.

. A . . . . . 193 4 ..
Jos muistaa viela jakokulmassa laskemisen periaatteen, voi kuvan perusteella paatella, etta -5 = 215 eli siis

jakojaannokseksi tuli luku 4.

Tutkitaanpa edelleen lukua 193. Lasketaan numerot yhteen. 1 + 9 + 3 = 13 ja jatketaan yhteenlaskua viela
saadun summan osalta 1 + 3 = 4. Saatiin siis sama luku kuin jakojaannds 9:113 jaettaessa. Onko tdma sattumaa?

Tama ei ole sattumaa. Tama on Satumaa, silla toisin kuin saduissa, nain kay joka kerta mutta myds aina. Vakuutut
varmasti asiasta, kun repdisemme hatusta sattumanvaraisen luvun 564589 ja laskemme summan 5+ 6 + 4 +
5+ 8 + 9 = 37 jajatkamme nauraen laskemalla 3 + 7 = 10 ja toteamalla hammentyneeni, ettd 1 + 0 = 1 eli

264589 _ 62732.11111 ...

jakojaannokseksi tulisi muka 1. Tama kuulostaa uskottavalta, silla laskin kertoo, etta

ja tdma paattymaton ykkosista koostuva desimaaliosahan on tuttu luku 5 eli jakojaannds tosiaan on 1.

Jakojaannoksen voi laskea nopeamminkin “unohtamalla hallitusti” summasta luvut 9 eli luvulla 564589 voidaan
laskeavain54+6+4+5+ 8 = 28jasiitd edelleen2+8 =10javielal+0 = 1.

Rutinoituneet jakojaanndsten metsastajat oppivat myds “unohtamaan vield hallitummin” summasta kaikki
sellaiset numerot, joiden summaksi tulee 9 tai joku muu yhdeksalla jaollinen luku. Eli siis luvulla 564589 voidaan
viimeisen numeron 9 lisdksi jattaa keskella olevat 4 ja 5 pois ja laskea vain 5+ 6 + 8 = 19 ja edelleen 1+ 9 =
10 jalopultal + 0 = 1.

Mennaan sitten lopulta takaisin alussa esittamadamme ongelmaan. Onko laskutoimitus 1234 - 5678 = 7005652
oikein laskettu?

Tutkitaan aluksi lukua 1234. Sen poikkisummaksi saadaan 1 hyvin nopeasti. Voidaan nimittdin todeta, etta

laskusta voidaan unohtaa luvut 2, 3 ja 4 sen takia, koska niiden summa on 9. Jaljelle jaa ainoastaan luku 1, mika
on siis luvun 1234 jakojaannoés, kun se jaetaan luvulla 9. Laskintarkistus antaa % =137.11111... ja

desimaaliosassa toistuva numero 1 on jakojaannos.
Seuraavaksi tuijotetaan lukua 5678. Saadaan 5+ 6 + 7 + 8 = 26 ja edelleen 2 + 6 = 8. Tama luku olisi saatu

nopeasti niinkin, ettd olisi havaittu lukujen 5, 6 ja 7 summan olevan 18 ja se on 9:ll3 jaollinen luku ja nama
mainitut luvut voidaan silloin jattaa laskusta pois. Jaljelle jaisi siind tapauksessa pelkka luku 8. Laskimella saadaan

tarkistuksena ¥ = 630.88888 ... ja desimaaliosassa toistuva numero 8 on jakojaannos.
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Siis luvun 1234 poikkisummaksi saadaan 1 ja luvun 5678 poikkisummaksi 8. Ndiden tulo on 1 - 8 = 8 eli voidaan
paatelld, ettd kertolaskun 1234 - 5678 lopputuloksen on oltava luku, jonka jakojaannokseksi yhdeksalla jaettuna
tulee 8.

Mitd on saatu vastaukseksi? Muka 7005652. Siitd havaitaan nopeasti, ettd nelja viimeistd numeroa muodostaa
summan, joka on 18 eli 9:11a jaollinen luku. Ne voidaan jattaa pois. Jaljelle jadvat numerot 7, 0 ja 0. Ndiden summa
on 7. Eli siis mikali luku 7005652 jaetaan 9:1l3, jaa jakojaannokseksi 7.

Tiedetdan, ettd oikean vastauksen jakojaannds on 8 ja saadun vastauksen jakojaannds on 7. Tiedetdan samalla,
ettd lasku on vaarin laskettu. Kun tarkistetaan asia, niin havaitaan, ettd 1234 - 5678 = 7006652 eika suinkaan
7005652.

Yhteenlasku
Yhteen- ja vahennyslasku voidaan myos tarkistaa yhdeksanmenetelmalla.

Onko 123 + 429 = 5567 "Ei tietenkdan ole!”, huudahdat ehka riemastuneena laskettuasi laskun paassasi ja
talla hetkellda mahdollisesti muistelet kaiholla asiaa sen tapahtuman ollessa nyt jo kauan sitten mennytta aikaa?

Me heikommat pdassamme laskijat joudumme turvautumaan yhdeksdanmenetelman kauhuihin. Luvun 123
poikkisumma on 6 ja luvun 429 poikkisumma on myds 6 (jos hoksaamme jattda numeron 9 pois laskuista) eli
poikkisummien summa on 12, jonka poikkisumma on 3. Saadun vastauksen poikkisumma on 5+5+ 6 = 16,
jonka poikkisumma puolestaan on 7. Kun 3 on eri asia kuin 7, toteamme laskun olleen vaarin laskettu. Taman
havaitsemiseen meni ilahduttavasti aikaa reaalimaailmassamme, jonka ajan kuitenkin olisimme kayttdneet
jossakin lukuisissa virtuaalimaailmoistamme?

Vahennyslasku

Vahennyslasku ei ole yhta kivaa, mutta otetaan siita yksi esimerkki. Halutaan tarkistaa, onko 236 — 467 = —233
? Vasemmalla puolella luvun 236 poikkisumma on 2 ja luvun 467 poikkisumma on 8. Vdahennyslasku 2 — 8 = —6.
Negatiiviseen lukuun voidaan huoletta lisata luku 9, jotta saadaan tarkistusluvuksi positiivinen luku. Eli nyt siis
vahennyslaskutehtdvan tarkistusluvuksi saadaan —6 + 9 = 3.

Enta vastaus? Luvun -233 poikkisumma on - (2 4+ 3 4+ 3) = —8 ja lisdtdadn tdhan negatiiviseen lukuun myds 9,
jolloin saadaan tarkistusluvuksi —8 +9 = 1 eli eri asia kuin varsinaisen laskun tarkistusluku, jolloin voimme
jalleen osoittaa syyttavalla sormella vaarin lasketun laskutehtavan laskijaa eli siis minua. Olen
matematiikanopettaja ja tottunut laskemaan vaarin. En moisesta siis masennu vaan nostan itseni pettymyksen
suosta ja yritan luonnollisesti jatkossa entistd uutterammin.
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Pohdiskelua

Miksi yhdekséalla jaollisten lukujen numeroiden summa on yhdekséallda jaollinen? Tama on melko helppo
perustella. Teen sen  tdssa hieman puolimatemaattisesti. Perusteluni ei  toki  tayta
fundamentalistimatemaatikkojen kriteereja, mutta enhan itsekddn tdytd fundamentalistimatemaatikkojen
kriteereja. Kun asetan riman itselleni riittdvan matalalle, saan onnistumisen elamyksia. Ja niitdhdn tdssa
elamassa kaipaa meista varmasti itse kukin.

Oletetaan, ettd meilld on luku, jota merkitddn ”...asaza,a;a,”, missd alaindeksoidut a:t tarkoittavat
kokonaislukuja véliltad 0...9. Niinpa esimerkiksi luvussa 135 olisi tuolla merkinnalld " ...000135", jolloin ag = 5,
a;=3,a,=1jaag=a,=--=0

Alaindeksilld tarkoitetaan luvun 10 potensseja. Niinpa luku ” ...asaza,a,a," tarkoittaa lukua ag - 10° + a, -
101 + a, - 102 + a3 - 10% + a, - 10* + -+ eli lukua ag+ 10-a; + 100 a, + 1000 - a; + 10000 - a, + - .
Niinpa tdama esimerkin luku " ...000135" on luku 5+ 10-3+100-1+1000-0+ 10000-0+ -+ =5+
30 + 100 = 135.

No niin. Meilld on siis luku, jota merkitddn ” ...asasa,a;a,". Oletetaan, ettd se luku nyt on 9:1l3 jaollinen ja
osoitetaan, etta talldin luvun muodostamien numeroiden summa on myos 9:114 jaollinen.

Lukuamme voidaan siis merkitd ag + 10a; + 100a, + 1000a; + 10000a, + --- ja koska se on 9:113 jaollinen,
niin voimme kirjoittaa yhtalon

ag + 10a, + 100a, + 1000a; + 10000a, + - = 9k ,

missa k on jokin kokonaisluku.

Kirjoitetaan yhtalon vasen puoli muotoon, jossa irrotetaan luvun muodostaman numerot erilleen seuraavasti:
ag + (a1 +9a,) + (az +99a,) + (az +999a3) + (a, +9999a,) + -+ = 9k

ja edelleen voidaan jarjestda muodossa
ag+a, +a, +az+ay+--+9a; +99a, +999az + 9999a, + --- = 9k

Yhtdlon vasemmalla puolella on “selvasti” 9:113 jaollisia lukuja. Otetaan niistd 9 yhteiseksi tekijaksi:
ag+a,+a,+az+a,+--+9(a; +11a, + 111az + 1111a, + ) =9k

Siirretdan tama osa lausekkeesta yhtalon oikealle puolelle, jolloin
ag+a;+a,+az+a,+--=9 —9(a; + 11a, + 111a; + 1111ay + -++)

ja vield otetaan oikealta puolelta 9 tekijaksi, jolloin saamme lopulta muodon

ay + aq + a,; + as + Ay + .= 9(k —a; — 11(12 - 111(13 — 1111a4, + "')
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Ja ndin ollen olemme péaatyneet tulokseen, ettd 9:lld jaollisen luvun numeroiden summa on 9:lld jaollinen.
Perustelu ei ole matemaattisesti tyylikkdin mahdollinen, mutta se hyodyntdaa "maalaisjarked” sellaisissa
valivaiheissa, missda matemaatikolla sitd maalaisjarkea ei valttamatta olisi.

Lopuksi

Lopuksi totean yhdeksdanmenetelman olevan mainio tilanteessa, jossa matematiikanopettaja haluaa luoda
ympdrilleen karismaa ja valheellista mielikuvaa valtaisasta paassalaskutaidostaan. Ja milloinka opettaja ei muka
tallaista vaikutelmaa haluaisi luoda? Laskennallisen gurun maine on yllattavan helppo saavuttaa. Oppilaat ja
opiskelijat hammastelevat usein, kuinka opettaja hetkessd tunnistaa opiskelijan laskuvirheen
peruslaskutoimituksissa. He eivat useinkaan tieda, etta on eri asia huomata laskussa oleva virhe kuin osata laskea
lasku itse oikein. Tama on olennainen piirre yhdeksanmenetelmdassa. Se paljastaa virheen vaan ei oikeaa
vastausta. Se riittdda minulle ja saa riittdd myos talle artikkelille, jonka p&datan jattden harjoitustehtavaksi
seuraavan ongelman pohtimisen:

Ongelma: Alla ndet kuvan eraasta kertolaskusta.

£z - £ — ] AA 1A .
- 6‘9 78+ 5 {673 = 299 hlg469/8

Fav N

Harmillisesti mustekyndstd pudonnut mustetahra on piilottanut yhden numeron kertolaskun ensimmaisesta
tulon tekijasta. Sinun tehtavasi on nyt selvittaa, mika kyseinen numero on ollut? Kayta yhdeksanmenetelmaa.

Teksti: Juhani Paananen, lehtori, SeAMK Tekniikka



