MUUTTUVAPOIKKILEIKKAUKSISEN PALKIN TAIPUMA

JOHDANTOA

Eurokoodipohjaisessa mitoituksessa rakenteet mitoitetaan tyypillisesti murtorajatilassa ja
kayttorajatilassa. Murtorajatilamitoituksessa rakenteet mitoitetaan siten, etta niilla on riittava
kestavyys suhteessa kuormien aiheuttamiin palkin sisaisiin rasituksiin. Kayttorajatila-
mitoituksessa rakenteen mitoitetaan kayttokelpoisuuden suhteen. Mitoitus taipumalle on
yksi kayttorajatilamitoituksen osa-alue. Mitoitus taipumalle sisaltyy erityisesti palkkien, niin
terds-, terasbetoni- kuin puupalkkien kayttorajatilamitoitukseen. Taipumamitoituksessa
palkin suurin taipuma kayttérajatilan kuormilla ei saa olla suurempi kuin materiaali-
kohtaisissa mitoitusohjeissa annettu taipuman suurin sallittu arvo.

Kun palkin poikkileikkauksen korkeus ei ole vakio palkin jAnnemitan suunnassa vaan
muuttuu, puhutaan muuttuvapoikkileikkauksisesta (tai vaihtuvakorkuisesta) palkista.
Periaatteessa myo6s poikkileikkauksen leveys voi muuttua, mutta tdma on harvinaisempi
tapaus. Hyvia esimerkkeja ovat: limapuinen harjapalkki ja pulpettipalkki (Kuva 1).
Muuttuvapoikkileikkauksisen palkin tapauksessa palkin mitoitus taipumalle ei ole niin
yksinkertaista kuin vakiopoikkileikkauksisen palkin. Mitoitusta kasittelevasta kirjallisuudesta
loytyy likimaaraisia laskentakaavoja muuttuvapoikkileikkauksisen palkin taipumamitoi-
tukseen (Liimapuukasikirja, 2015 ja Borgstrom, 2016).

Muuttuvapoikkileikkauksisen palkin taivutus- ja leikkausjaykkyys eivat ole vakioita, joten
taipuman differentiaaliyhtalot eivat ole helposti ratkaistavissa. Tastéa syysta turvaudutaan
johonkin numeeriseen ratkaisumenetelmaan. Tassa artikkelissa ratkaisumenetelmaksi on
valittu differenssimenetelma. Kun palkin poikkileikkauksen korkeuden suhde palkin
jannemittaan on merkittdvan suuri, tulee leikkausmuodonmuutoksen vaikutus taipuma-
laskennassa ottaa huomioon. Leikkausmuodonmuutoksen huomiointi johtaa ns.
Timoshenkon palkkiteorian kayttoon (Pennala, 2002).
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Kuva 1: (a) Symmetrinen harjapalkki ja (b) pulpettipalkki.

Artikkelin lopussa kaytetaan differenssimenetelmééa kahden esimerkkipalkin suurimman
taipuman maarittdmiseen. Vertailun vuoksi maaritetadn nama taipuman arvot myos
mitoituskirjallisuudessa esitetyilla likikaavoilla.



PALKKITEORIOIDEN YHTALOT

Tavanomaisin palkkiteoria on Euler-Bernoullin palkkiteoria (teknillinen taivutusteoria). Sen
yhteydessa taipuman v derivaattaa v’ nimitetdaédn kiertymaksi ¢ eli ¢ = v'. Kiertymén
derivaatalla taas on yhteys palkin taivutusmomenttiin M differentiaaliyhtalén
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mukaisesti, missa EI on palkin taivutusjaykkyys. Euler-Bernoullin palkkiteorian tapauksessa
yhtalosta (1) saadaan edelleen taipumalle toisen kertaluvun differentiaaliyhtalo
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Timoshenkon palkkiteoriassa taipuman derivaatta ei ole yhtasuuri kuin kiertyma eli ¢ # v'.
Niiden erotusta nimitetaan liukumaksi ja merkitddn symbolilla y eli y = v’ — ¢. Kun Euler-
Bernoullin palkkiteoriassa esiintyy vain yksi siirtymasuure, taipuma, niin Timoshenkon
palkkiteoriassa esiintyy kaksi siirtymasuuretta: taipuma ja kiertyma. Tasta syysta tarvitaan
myo6s kaksi yhtéloa, joista toinen on yhtalo (1) ja toinen on

v —p = (3)

missd GA = kGA on palkin leikkausjaykkyys, missa k on ns. leikkauskorjauskerroin.
Poikkileikkausmuodosta riippuva leikkauskorjauskerroin ottaa huomioon vakioarvosta
poikkeavan leikkausjannityksen jakauman. Esimerkiksi suorakaidepoikkileikkauksen
tapauksessa k = 5/6 (Pennala, 2002).

DIFFERENSSIMENETELMA TAIPUMALASKENTAAN

Taipuman derivaattojen differenssiapproksimaatiot

Taipuman asteen p Taylorin kehitelmé& pisteen i suhteen on (Kreyszig, 1988)

v(0) = v00) + 0" (@) (= x) + 50" ) = 1) o+ v @) - 1) (@)
Kaytetaan tasavalista laskentaverkkoa, missa perakkaisten laskentapisteiden vali on vakio
h eli h = x; — x;_;. Kirjoittamalla taipuma pisteissa i — 1 ja i + 1, saadaan kaavan (4) avulla
johdettua seuraava differenssiapproksimaatio taipuman derivaatalle pisteessa i (lasku-
teknisiin yksityiskohtiin ei tassé esityksessa menna)
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missa esimerkiksi v;,; = v(x;,;) (Pennala, 2002). Kirjoittamalla vastaavasti taipuma
pisteissd i — 1,i ja i + 1, saadaan kaavan (4) avulla johdettua differenssiapproksimaatio
taipuman toisen kertaluvun derivaatalle pisteessa i
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Differenssikaavat taipumalaskentaan

Euler-Bernoullin palkkiteorian taipuman ja taivutusmomentin valista differentiaaliyhtal6a (2)
vastaava differenssiyhtdld saadaan ottamalla huomioon yhtélossa (2) kaava (6). Loppu-
tuloksena saadaan differenssikaava
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Vi1 = 20+ Vg = — (7)
Timoshenkon palkkiteorian tapauksessa taipumalaskentaan liittyvia differentiaaliyhtaldita on
kaksi, yhtalot (1) ja (3). Ottamalla niissa huomioon kaava (5) taipuman derivaatalle ja
vastaava kaava kiertyman derivaatalle paadytaan differenssikaavoihin
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Qi1 — Pi-1 = — (8)

ja

Vip1 — Vi1 — 2he; = —l' 9)

Differenssimenetelmassa differenssiyhtalot kirjoitetaan kaikissa laskentaverkon sisapis-
teissa (pisteissa, jotka eivat ole sauvan paissd). Palkin reunaehdot huomioidaan reunalla
sijaitsevien pisteiden arvoissa. Tassa artikkelissa tarkastellaan vain paistddn vapaasti
tuettua palkkia, jolloin taipuma palkin paissd on nolla. Talléin esimerkiksi palkin
vasemmassa paassa, pisteessa 1, on oltava voimassa v, = 0. Nain menetelladn Euler-
Bernoullin palkkiteoriaan perustuvaa yhtaléa (7) sovellettaessa.

Timoshenkon palkkiteorian tapauksessa yhtaléiden (8) ja (9) kirjoittaminen pelkastaan
laskentaverkon sisdpisteissa ei riitd taipuman ja kiertyman arvojen maarittdmiseen vaan
tarvitaan myos kaksi lisdyhtal6a, yksi sauvan kummassakin paassa. Lisayhtalona kaytetaan
yhtdloa (9). Tama johtaa laskentaverkon laajentamiseen laskenta-alueen (palkin)
ulkopuolelle. Tarkastellaan esimerkkina palkin vasemman p&an tilannetta. Viitataan
laskenta-alueen ulkopuoliseen pisteeseen kuvassa 2 numerolla 0. Differenssiyhtalé (9)
palkin paassa, pisteessa 1, on aluksi

v, — vy — 2hp, = 28 (10)
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Pisteesta 1 vapaasti tuetun palkin tapauksessa, ulkopuolisen pisteen 0 taipuman arvo on
vy = —v, (Kuva 2 havainnollistaa tilannetta), jolloin yhtald (10) on lopulta
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Kuva 2: Palkin vasemman paan tilanne ja ulkopuolinen laskentapiste 0.

Vastaavalla tavalla menetellaan palkin oikean paan tuella. Differenssimenetelma johtaa
lopulta lineaariseen yhtaloryhmaan, josta taipuman arvot laskentaverkon pisteissé voidaan
maarittaa.

ESIMERKKEJA
Esimerkki 1: Liimapuinen pulpettipalkki

Tarkastellaan ensimmaéisend esimerkkind liimapuista kuvan 3 pulpettipalkkia, jonka
jannemitta L = 12 m. Suorakaidepoikkileikkauksen leveys on b = 190 mm, poikkileik-
kauksen korkeus tuilla (tukien keskilinjoilla) on 810 mm ja 1560 mm. Materiaalin kimmo-
moduuli on E = 13 GPa ja leikkausmoduuli G = 0,65 GPa. Tasaisen kuorman arvo q =
7,70 kN /m.

Kuva 3: Pulpettipalkki, jolla tasainen kuorma.

Palkeilla, joilla 2L/(hs + hyay) < 25, pitdd leikkausmuodonmuutoksen vaikutus ottaa
huomioon, missa h, on poikkileikkauksen korkeus tuella ja h,,,, on poikkileikkauksen suurin
korkeus (Liimapuukasikirja, 2015). Puurakenteiden mitoituksessa vapaasti tuettujen
tasaisella kuormalla kuormitettujen pulpettipalkkien ja symmetristen harjapalkkien suurin
taipuma voidaan maarittaa kaavasta
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Gb(hs+hmax) (12)

missa ns. efektiivinen jayhyysmomentti I, maaritetddn efektiivisen korkeuden h, avulla, joka
pulpettipalkin tapauksessa maaritetaan kaavasta

he = hg + 0,45 - L - tan(a) (13)



Kaavassa (12) ensimmainen termi on Euler-Bernoullin palkkiteorian osuus ja jalkimmainen
leikkausmuodonmuutoksen huomioiva taipumalisa. Kaavasta (12) saadaan suurimmaksi
taipumaksi

Vmax = 6,72 mm + 1,33 mm = 8,05 mm. (14)

Differenssimenetelmalla vastaavaksi taipumaksi saadaan 7,86 mm, josta leikkausmuodon-
muutoksen huomioiva taipumalisd on 1,21 mm. Likim&&rdinen mitoituskaava (12) antaa
hieman suuremman taipuman arvon kuin differenssimenetelma, eron ollessa 2,4 %.

Esimerkki 2: Liimapuinen symmetrinen harjapalkki

Tarkastellaan toisena esimerkkina liimapuista symmetristd kuvan 4 harjapalkkia, jonka
jannemitta L = 20 m. Suorakaidepoikkileikkauksen leveys on b = 240 mm, poikkileik-
kauksen korkeus tuilla ja harjalla on 1300 mm ja 1850 mm. Materiaalin kimmomoduuli on
E = 13 GPa ja leikkausmoduuli G = 0,65 GPa. Tasaisen kuorman arvo g = 10,69 kN /m.
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Kuva 4: Symmetrinen harjapalkki, jolla tasainen kuorma.

Harjapalkille efektiivinen korkeus maaritetaan kaavasta
he = hy + 0,33 - L - tan(a) (15)
Kaavasta (12) saadaan suurimmaksi taipumaksi
Vmax = 18,62 mm + 3,05 mm = 21,67 mm. (16)

Differenssimenetelmalla vastaavaksi taipumaksi saadaan 20,86 mm, josta leikkausmuodon-
muutoksen huomioiva taipumalisd on 2,79 mm. Likimé&ardinen mitoituskaava (12) antaa
tassakin tapauksessa hieman suuremman taipuman arvon kuin differenssimenetelma, eron
ollessa 3,7 %.

JOHTOPAATOKSET

Mitoitus taipumalle on yksi osa palkkien kayttorajatilamitoitusta. Jos palkin poikkileikkaus ei
ole palkin jdnnemitan suunnassa vakio vaan muuttuu, puhutaan muuttuvapoikkileik-
kauksisesta palkista. Tassa tapauksessa suurimman taipuman maarittaminen ei ole yhta



yksinkertaista kuin vakiopoikkileikkauksisen palkin tapauksessa. Puurakenteiden mitoitus-
kirjallisuudesta l6ytyy likikaavoja erdille muuttuvapoikkileikkauksisen palkin mitoitus-
tilanteille. Differenssimenetelma on eras numeerinen laskentamenetelma, jolla palkin
suurimman taipuman arvo voidaan selvittaa. Differenssimenetelman yhtalot ovat verrattain
helppo muodostaa mille tahansa kuormitustapaukselle huomioiden erilaiset palkin
tuentatapaukset. Tassa artikkelissa kasiteltin esimerkkeind liimapuista pulpetti- ja
symmetrista harjapalkkia, joiden taipumalaskennassa myds leikkausmuodonmuutoksen
vaikutus otettiin huomioon.
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