TAYLORIN KEHITELMA PALKKITEHTAVISSA

JOHDANTOA

Jatkuva funktio voidaan tarkasteluvalilla esittéd& Taylorin kehitelmana (sarjana) tietyn pisteen
suhteen. Artikkelissa kasitelladn teknillistd taivutusteoriaa noudattavaa palkkia, jonka
toimintaa kuvaavat perusyhtéalot aluksi esitetddn. Tamén jalkeen muodostetaan Taylorin
kehitelmat palkin suureille. Ottamalla huomioon palkin perusyhtalot Taylorin kehitelmén
termeissa saadaan kayttokelpoiset laskentayhtalét, joita sovelletaan muutamien
palkkitehtavien yhteydessa.

TEKNILLISEN TAIVUTUSTEORIAN PERUSYHTALOT

Esitetdan aluksi teknillisen taivutusteorian (Euler-Bernoullin palkkiteorian) perusyhtalot.
Palkkialkion tasapainotarkastelulla saadaan johdettua tutut tasapainoyhtal6t

Q' =—q (1)
Q=M )

missé Q on leikkausvoima, M on taivutusmomentti ja g on poikittainen kuorma. Taivutus-
momentin ja leikkausvoiman yhteys taipumaan v on differentiaaliyhtaldiden

M =—EIv" (3)
Q = —EIv'" 4)

mukainen, missa EI on palkin taivutusjaykkyys. Kiertyma ¢ on taipuman derivaatta eli ¢ =
v’ ja toisaalta kuorman ja taipuman yhteys on neljannen kertaluvun differentiaaliyhtaléon

Elv® = ¢ (5)

mukainen. Edella taivutusjaykkyys EI oletettiin vakioksi.

TAYLORIN KEHITELMAT PALKIN SUUREILLE
Asteen p Taylorin kehitelma sovellettuna taipumalle pisteen i suhteen on (Kreyszig, E. 1988)

v() = V() + V' @) E = 1) + 3" () (x = x)? + -+ 2P ) =X ()



Ottamalla kehitelmasta (6) mukaan termit asteeseen 4 asti ja kirjoittamalla se pisteelle 2
pisteen 1 suhteen paadytaan tulokseen
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missa v; = v(xy), v, = v(xy) v; = v'(x1), jne... Ottamalla huomioon taipuman kehitelmas-
sa (7) teknillisen taivutusteorian perusyhtalot, saadaan se muotoon
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Vastaavalla tavalla voidaan kirjoittaa kiertymalle, leikkausvoimalle ja taivutusmomentille

M,y 10Q, 1q,
Q2 = Q1 — E(xz —Xxp) — E%(xz —x1)% + g%(xz —x)3 9)
Q2=0Q1 —q1(x; —x1) (10)
M; = My + Q;(x; — x1) — %‘h(xz - x1)2 (11)

Havaitaan, ettéa yhtalot (10) ja (11) ovat pisteiden 1 ja 2 valisen palkin osan tasapainoyhtalot,
joista ensimmainen on pystysuuntainen tasapainoyhtald ja jalkimmainen momenttitasa-
painoyhtald pisteen 2 suhteen (Kuva 1), kun kuormituksen on tasainen jakaantunut kuorma.
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Kuva 1: Pisteiden 1 ja 2 valinen palkki, jolla tasainen kuorma.

YHTALORYHMA

Yhtalodissad (8) — (11), joita on neljd kappaletta, esiintyy yhteensa kahdeksan suuretta:
pisteiden 1 ja 2 taipumat ja kiertymat seka leikkausvoimat ja taivutusmomentit. Jos nelja
naista kahdeksasta suureesta tunnetaan, voidaan loput nelja suuretta maarittaa yhtaléiden
(8) — (11) muodostamasta yhtaloryhmasta.



Esimerkki 1: Paistaan jaykasti kiinnitetty palkki, tasainen kuorma

Kuvan 2 paistaan jaykasti kiinnitetyn palkin tapauksessa seka taipumat etta kiertymat ovat
sauvan paissa (pisteissa 1 ja 2) nollia. Palkin pituus on L = x, — x;. Tasséa tapauksessa
yhtaldoryhma on palkin paiden leikkausvoimille ja taivutusmomenteille matriisimuodossa

1 14
P 2 0 0] (@1 [249F
w2 L0 0|)Mi(_)=qL? (12)
-1 0 1 0|]|@ _alL
q
-L -1 0 1\M; g2
jonka ratkaisuna saadaan
Ql Z%qL, QZ = —%qL, Ml = —%QLZ, M2 = _ll_quZ_ (13)
q
2 A4 v v ;
’
1 21/
L

Kuva 2: Paistaan jaykasti kiinnitetty palkki, jolla tasainen kuorma.
Esimerkki 2: Esimerkin 1 palkin alkup&éan tuen pystysiirtymén vaikutus

Kuvan 3 pdistaan jaykasti kiinnitetyn palkin alkupaan tuki, piste 1, saa pystysiirtyman v, .
Tassa tapauksessa taipuma palkin loppupééssé, pisteessa 2, on nolla. Kiertymét ovat
sauvan paissa (pisteissa 1 ja 2) myos nollia. Kuormaa ei ole eli g = 0. Tassa tapauksessa
yhtaléryhma on palkin paiden leikkausvoimille ja taivutusmomenteille
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Kuva 3: Paistaan jaykasti kiinnitetty palkki, tuen 1 siirtyma.



Esimerkki 3: Ulokepalkki, tasainen kuorma

Edelliset esimerkit olivat staattisesti maaraamattomia palkkeja. Kasitelladn seuraavaksi
staattisesti maarattya palkkia, jolloin sen leikkausvoiman ja taivutusmomentin arvot saadaan
helposti selville myds tasapainotarkastelulla. Kuvan 4 ulokepalkin tapauksessa seka
taipuma etta kiertyma ovat sauvan loppupéaéassa, pisteessa 2, nollia. Palkin alkupaassa,
pisteessa 1, leikkausvoima ja taivutusmomentti ovat sen sijaan nollia. TAssa tapauksessa
yhtaloryhma on palkin alkupaan taipumalle ja kiertymalle seké& palkin loppupé&én leikkaus-
voimalle ja taivutusmomentille
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Toisaalta yhtaloryhméan (16) ensimmaiset kaksi yhtédlod voidaan ratkaista erillisind kuten
my0s yhtaloryhméan kaksi jalkimmaista yhtaloa. Palkin loppup&édn leikkausvoimalle ja
taivutusmomentille saatiin ulokepalkille tutut arvot.

Kuva 4: Ulokepalkki, jolla tasainen kuorma.

LOPPUPAATELMAT

Soveltamalla Taylorin kehitelmaa palkin perussuureille, havaitaan esimerkiksi, etta
leikkausvoiman ja taivutusmomentin kehitelmat ovat itseasiassa palkin tasapainoyhtal6t.
Ottamalla mukaan my6s taipuman ja kiertyméan kehitelmat voidaan helposti méaarittaa palkin
paissa vaikuttavien leikkausvoimien ja taivutusmomenttien arvot staattisesti maaraa-
mattomalle palkille. Menetelm& on suoraviivaisesti sovellettavissa, ainakin, jos palkin
kuorma on esitettavissd yhdella lausekkeella. Kaytdnnéssa kuormituksessa voi kuitenkin
olla my6s epajatkuvuutta. Tallaisessa tapauksessa menetelman kayttd monimutkaistuu ja
laskenta pitdd tehda laskentavalilla paloittain.
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