2. Beugungsgeometrie

Moderne Allzweckdiffraktometer bieten zur Durchfiihrung verschiedener Beu-
gungsversuche einen verdnderlichen Versuchsaufbau [185]. Ein Allzweckdif-
fraktometer ist iiblicherweise mit einem Vier—Kreis—Goniometer ausgestattet.
Vier—Kreis—Goniometer ermoglichen auf vier Drehkreisen eine euzentrische Dre-
hung des Probenkdrpers und des Detektors [16]. Fiinf-Kreis—Goniometer bewegen
zusitzlich die Strahlquelle entlang eines weiteren Drehkreises. Der Strahlweg wird
durch optische Bauelemente im Versuchsaufbau kontrolliert. Zur Texturmessung
mit ebenen Flichendetektoren wird in der Regel die Erzeugung eines moglichst
parallelen Primérstrahls mittels optischer Bauelemente bevorzugt [185], der ab-
gebeugte Sekundirstrahl fillt ohne Einsatz optischer Bauelemente direkt auf die
Detektionselemente des Fliachendetektors. Die Weise des Strahlengangs von Strahl-
quelle durch Probenkdrper zum Detektionselement bezeichnet man gemeinhin als
Beugungsgeometrie.

Die Beschreibung der Beugungsgeometrie, bzw. der Beugungserscheinung auf
dem Detektor, erfolgt im Wesentlichen mit Hilfe von fiinf Koordinatensystemen: Das
Laborkoordinatensystem, das Probenkoordinatensystem, das kristallographische
Koordinatensystem, das Beugungsraumkoordinatensystem und das Detektorkoordi-
natensystem. Das Laborkoordinatensystem stellt das Bezugssystem. Eine Koordina-
tenumformung zwischen Proben—, Kristall-, Beugungsraum— und Detektorkoordina-
tensystem erfolgt tiber das Laborkoordinatensystem. Das Probenkoordinatensystem
ist probenfest und beschreibt die Lage des Probenkdrpers. Das kristallographische
Koordinatensystem ist kristallfest und beschreibt die Lage beugender kristallographi-
scher Netzebenenscharen im Probenkorper. Das Beugungsraumkoordinatensystem
ist strahlquellenfest und beschreibt Beugungserscheinungen iiber Beugungswin-
kel. Das Detektorkoordinatensystem ist detektorfest und beschreibt die Lage von
Detektionselementen eines Detektors.

2.1. Die Vier-Kreis—Eulerwiege

Ein Vier—Kreis—Goniometer, welches den Probenkorper auf drei euzentrischen
Drehkreisen um Eulersche Winkel dreht, wird Vier—Kreis—Eulerwiege genannt. Die
Strahlquelle ist fix und das Beugungsraumkoordinatensystem iiberdeckt sich mit
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dem Laborkoordinatensystem. Der Detektor wird auf einem euzentrischen Drehkreis
um Winkel 2¢ gefahren. Der Winkel 2: ist der Supplementwinkel zum Winkel
zwischen Strahlquellen— und Detektorzentrumrichtung. Es hat sich als praktisch
erwiesen, Drehungen des Probenkorpers mit einem Winkel-Tripel (w, y, ¢) aus der
Gruppe der Tait-Bryan-Drehungen zu realisieren. Der Probenkdrper wird zurest um
einen Winkel w in Strahlquellen—Detektorebene gedreht, dann aus der Strahlquel-
len—Detektoreben um Winkel y verkippt und zuletzt in der verkippten Ebene um
Winkel ¢ auf einem Vollkreis verdreht. Das Quadrupel (29, w, x, ¢) gibt vollstindig
die gegenwirtige Beugungsgeometrie in einem kalibrierten Versuchaufbau an. Man
nennt das Quadrupel (29, w, x, ¢) Goniometerwinkel. Die explizite Konvention
am Diffraktometer kann recht unterschiedlich ausfallen, Winkelberechnungen sind
daher sorgfiltig auf die verwendeten Konventionen hin zu iiberpriifen [16]. Busing
& Levy [48] haben dazu die notwendigen Koordinatenumformung in einen erstmals
einheitlichen Rahmen gebracht.

In dieser Arbeit wird durchweg folgende Konvention der Goniometerwinkel fiir
die Vier—Kreis—Eulerwiege verwendet: Das Goniometerzentrum ist Ursprung des
Labor—, Proben—, Beugungsraum— und Detektorkoordinatensystem. Wie in Abbil-
dungen 2.1 dargestellt, wird die Drehung, welche das rechtshindige orthonormale
probenfeste Koordinatensystem Kp = {xp, yp, zp } des Probenkorpers (Probenko-
ordinatensystem) in das rechtshindige orthonormale laborfeste Koordinatensystem
Kr = {xr,yr, z1 } des Goniometers (Laborkoordinatensystem) iiberfiihrt, definiert
als

K = Re(¢) Ry(n/2 — x) Rx(w) Kp,

mit Goniometerwinkel w € [0, ), x € [0,7/2) und ¢ € [0, 27). Ein Vektor r; € R3
beziiglich des Laborkoordinatensystems %7, ist dann als Vektor rp € R3 beziiglich
des Probenkoordinatensystems Kp gegeben durch

rp = Ry(¢p) Ry(n/2 — x) Rx(w) L. (2.1

Abbildungen 2.le—f zeigt die Drehung, welche das rechtshindige orthonormale
detektorfeste Koordinatensystem Kp = {xp, yp, zp } des Detektors (Detektorko-
ordinatensystem) in das Laborkoordinatensystems K, iiberfiihrt, sie wird definiert
als

Kr = Ry (29 - n) Kp,

mit ¢ € [0, 7/2). Ein Vektor rp € R3 beziiglich des Detektorkoordinatensystems
%p ist dann als Vektor r;, € R3 beziiglich des Laborkoordinatensystems K7,
gegeben mit

r. = Ry(m = 29)rp. (2.2)
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(b) Drehung um Goniometerwinkel «w.
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(e) Kp und Ky deckungsgleich. (f) Drehung um Goniometerwinkel 2.

Abbildung 2.1. (a) Probenkoordinatensystem und Abfolge von Drehungen des Proben-
koordinatensystems Kp = {xp,yp,zp} um (b) Goniometerwinkel w, (d) y und (d) ¢
beziiglich des Laborkoordinatensystems Kj; = {«r,yr,zr}. (e) Detektorkoordinaten-
system Kp = {xp,yp, zp} und (f) Drehung um Goniometerwinkel 2} beziiglich des
Laborkoordinatensystems. Der Rontgenstrahl propagiert von yy, in Richtung —y; .
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Das rechtshindige orthonormale Koordinatensystem Kz = {xp,yp, zp} des
Beugungsraums (Beugungsraumkoordinatensystem) und das rechtshindige ortho-
normale kristallfeste Koordinatensystem Kx = {xk, Yk, zx } sind deckungsgleich
mit dem Laborkoordinatensystem K. Die Strahlquelle befindet sich in Richtung
yp, der Rontgenstrahl propagiert aus yp = yr kommend durch das Goniome-
terzentrum in Richtung —yp = —yr. Die Probenoberfliche des Probenkorpers
liegt in der x pyp—Ebene des Probenkoordinatensystems Kp, die Normale der
Probenoberfldche ist zp.

Bautechnisch bedingt ist die Bewegungsfreiheit auf Drehkreisen meist einge-
schrankt, um Kollisionen zwischen Baugruppenelementen zu vermeiden. So kann der
Detektor oftmals nur zu einem maximalen 2¢—Winkel zwischen 110° und 150° ge-
fahren werden [185], daher bezeichnen wir mit Detektorposition 29 € [29 min, 20 max |
den zuldssigen Bereich eines Detektors. Anstatt den Detektor auf einem Drehkreis zu
bewegen, gibt es auch die Moglichkeit, die Strahlquelle zu bewegen. Die Konvention
der Eulerschen Winkel kann je nach Bauart in der Reihenfolge der Drehungen, Dreh-
sinn und Drehachsen variieren. Andere Dreh—Konventionen oder Goniometerwinkel
eines Flinf-Kreis— oder Sechs—Kreis—Goniometers mit zusétzlichen Freiheitsgraden
in Bewegung von Probe, Strahlquelle oder auch Detektor konnen grundsétzlich in
oben genannte Konvention iiberfiihrt werden. Die dxtbx [153] versucht vierschiedene
Konventionen in einen einheitlichen programmatischen Rahmen zu bringen.

2.2. Beugungsraum- und Probenkoordinaten
Gemail der Ewald—Konstruktion [75] definieren wir die Ausbreitungssphére
1= {z e Rzl = 27}

mit Wellenldnge A. Beziiglich des Koordinatensystems Kp = {xp, yp, zp} des
Beugungsraums propagiere der Strahlvektor kg € S% /a Aus der Strahlquelle in
Richtung —1~'yp. Ein auslaufender Strahlvektor k € S% /a wird durch sphérischen
Koordinaten (26, y) € [0, 7] X [—n, 7) parameterisiert zu

k(26,7) = Ry(y) Re(-20) ko = 17 ' Ry(y) Ry(n — 20) y5. (2.3)

Der Streu— bzw. Beugungswinkel 26 ist halber Offnungswinkel des Beugungskegels.
Die Kurve beim Schnitt des Beugungskegels mit der Ausbreitungssphire S% I
nennt man Beugungsring. Die Koordinate y parameterisiert den Beugungsring, die
sphérischen Koordinaten (26, y) heilen auch Beugungskoordinaten [91]. Die geome-
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trischen Verhiltnisse sind in Abbildung 2.2a dargestellt. Mit Beugungskoordinaten
(26, ) und Wellenldnge A erhalten wir fiir einen auslaufenden Strahlvektor

siny sin 26
k(26,y) = A" Ry(y) Re(n — 20) yp = ~| —cos 20
cos 7y sin 26

mit der Jacobimatrix

0(x,y,2)

0(4,0,y)

—sinysin26/4 sinyycos26  cosvysin26
J(k) =

1
k(20,v) = 7 cos260/A sin 20 0
—cosysin20/1 cosycos26 —sinysin26

das Volumenelement

dk = /det (J(k)T J(k))d6 dy dA = \/ |A-2diag (172, 4, sin? 26)| d@ dy dA

=21"*sin260 d0 dy da

im reziproken Streuraum, bzw. fiir eine Streurichtung
1-(26, 7)II”'k(26,y) = AK(26, )

das Oberflichenmal3
d(1k) = 2sin26d0dy

auf der Ausbreitungssphire, welches Anlass zum trigonometrischen Lorentzkorrek-
turfaktor gibt.

Erfiillt ein reziproker Gittervektor 7}, beziiglich des Beugungsraumkoordinaten-
system K im Probenkorper die Laue-Bedingung

ry = Ak =k — ko, 24)
erhilt man mit k aus (2.3) parameterisiert mit Beugungskoordinaten (26, y) folglich

ry = Ry(y) R(=20) ko — ko
=217"sin6 - Ry(y) Ru(n/2 - 0) ys. (2.5)

Der reziproke Gittervektor 7 zeigt damit in Richtung

B A e Ry(y) Ru(x/2 - 0) 2.6)
[rgll ~ Zsing " = TR |
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beziiglich des Koordinatensystems K. Offenbar ist damit das Bragg’sche Gesetz

A1
2sinf ||rz||’

bzw.
A= 2||7°*B||_1 sin 6,

erfiillt. Da das Beugungsraumkoordinatensystem K iiberdeckungsgleich mit dem
Laborkoordinatensystem K. ist, hat der reziproke Gittervektor 73 aus (2.5) mit der
Beziehung zwischen Probenkoordinatensystem Kp und Laborkoordinatensystem
K, aus (2.1) die Darstellung

75 = Ry(¢) Ry(n/2 — x) Re(w) 7
=227"sin 6 - Ry(¢) Ry(n/2 — x) Re(w) Ry(y) Re(n/2 - O)yr  (2.7)

beziiglich des Probenkoordinatensystems %p abhidngig von Goniometerwin-
kel (w, x,¢) und Beugungskoordinaten (26,y). Wir schreiben dann auch
(20,7 w, x, ) gegeben Goniometerwinkel (w, x, ¢). Der dazugehdrige Ein-
heitsvektor r = ||r;, ||_1r;‘, € S? heiBt Probenrichtung des reziproken Gittervektors
7%, oder Polrichtung auf der Polsphéire zum Pol b = ||r% || '3 € S2. Die Beziehung
zwischen den zwei Koordinatensystemem ist in Abbildung 2.2b dargestellt.
Beziiglich des Laborkoordinatensystem K, zeigt ein reziproker Gittervektor

7%, eines Pols h als Einheitsvektor 71(26,y) = ||| 7 parameterisiert mit
Beugungskoordinaten (26, y) aus (2.6) in Richtung

cosf@siny
(2.8)

rL(20,7) = Ry(y) Re(n/2 - 0)yr =| sin6
cos 6 cosy

Die mit Koordinaten (6, y) € [0, 7/2] X [—n, w) aufgespannte Halbsphére hat mit
der Jacobimatrix

— si ind cosycosf
0 (x. y.z siny sin 0%
Jrp) = %r,ﬁ@@, y) = cos 6 0
©.7) —cosysinfd —cosfsiny
das Oberflichenmal3

1 0

0 1-sin26 dOdy = cosfdf dy.

dr = \Jdet (J(r)" J(r.))d6dy = ‘
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(a) Beugungsring und Polrichtungen. (b) Polrichtungen auf der Polsphire.
Abbildung 2.2. (a) Einfallender Strahlvektor ky und Beugungskegel ausfallender Strahlvek-
toren k bei Streuwinkel 26. Erfiillt ein reziproker Gittervektor r* einer Netzebenenschar
im Probenkorper die Laue-Bedingung r* = Ak, kommt es zur Beugung. (b) Drehungen
des Probenkoordinatensystems um Goniometerwinkel (w, y, ¢) erlaubt die Abtastung der
Polsphire bei verschiedenden Polwinkeln (a, 3).

Die Bogenlidnge eines Beugungsrings auf dieser Halbsphire bei Streuwinkel 26
betrigt demzufolge
72
/ cos@dy = (y2 — y1)cos 8 (2.9)
Y

1
fiir ein y—Interval [yy, y2] mit y1,y2 € [-x, 7). Bei Drehung des Probenkorpers
verbleibt die Bogenlinge des y—Intervals auf der Polsphire invariant. Analog finden
wir zum Gangunterschied Ak mit der Jacobimatrix

0(x,y,2) 0(x,y,z) 2sinf
JAk) = ————Ak(260,y) = ——— 20,
(A0 =73 (4,6,7) @8.7) =73 L6,y) A r(26,7)
—sinysin26/1 2cos26siny  cosysin26
=—| -2sin?6/1 2sin 26 0

—cosysin260/4 2cos2fcosy —sinysin26

das Volumenelement

dAk = \/det (J(AK)T J(AK))dOdyda = 817*sin’ 0 cos 6d6 dyda.
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Damit finden wir die relative Haufigkeit mit der ein Strahlvektor k einen reziproken
Gittervektor 7, = Ak bei einem Gangunterschied Ak fiir ein infinitesimales
Volumenelement ausleuchtet als

dk 217%sin20 dfdydd  4cosfsing 1
dAk  8a*sinfcosfdfdydd  8sin®Bcosd 2sin? 6

dem trigonometrischen Lorentzkorrekturfaktor.

Experimentell gemessene Intensititen /(h, r) an Probenrichtungen r € S? auf der
Polsphire zum Pol h € S? werden Polfigur genannt. Mit sphirischen Koordinaten
(a, B) € [0, 1] %[0, 2r) wird eine Probenrichtung r = |77, ||_1rj; auf einer Polsphiire
parameterisiert zu

75l = Ro(B) Ry(a) zp,

a heiflt dann Polwinkel, 8 Azimuthwinkel. Setzt man ¢ = w = 6 (Bragg—Bren-
tano—Geometrie) und die Beugungskoordinate y = 0, erhdlt man fiir (2.7) die
Beziehung

Il 75 = Ro(¢) Ry(x/2 = x) Re(6) Ry(0) Re(x — 6) g
= z(‘P)Ry(ﬂ/z - X)ZB

fiir Texturmessungen mit Punktdetektoren, welche den direkten Zusammhang
zwischen Goniometerwinkeln (y, ¢) und sphirischen Koordinaten (a, B) einer
Polsphére mit

x=7n/2—a und ¢=p (2.10)

liefert.

2.3. Beugungsraum- und Detektorkoordinaten

Die Bauform moderner Fliachendetektoren ist gewohnlich eben. Die physische
Detektionsflache eines Detektionselements des Detektors kann je nach realisierter
Detektionsart stark unterschiedlich ausfallen. Die physische Detektionsflichen
eines Detektionselements kann von punktformig, viereckig, sechseckig bishin
zu ellipsoidisch sein [15]. Es konnen technisch bedingte Liicken zwischen den
Detektionselementen auftreten. Gewdhnlich werden Detektionsereignisse eines De-
tektionselements als Beugungsbild in einer Bildmatrix bestehend aus Bildelementen
(G, j)i=1,...,n;j=1...,n; akkumuliert, wobei n; die Anzahl vertikaler
Bildelemente und 7n; die Anzahl horizontaler Bildelemente ist. Das aufgenom-
mene Beugungsbild erfordert bei manchen Detektoren geometrische Korrekturen,
um eben zu sein und einer regelmiBigen Bildmatrix zu geniigen, insbesondere
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bei Vieldrahtkammern [91, 186]. Gewdlbte Detektoren belassen wir hier aller-
dings unberiicksichtigt, ebenso andere Anordnungen von Detektionselementen (z.B.
hexagonal).

In dieser Arbeit verwenden wir fiir Detektions— bzw. Bildelemente folgende
Konvention: Der Mittelpunkt eines Bildelements (i, j) eines Beugungsbildes ist
Mittelpunkt eines Detektionselements p(i, j) € R3. Die n; vertikalen Detektionsele-
mente teilen die Detektorbreite » € R* und die n; horizontalen Detektionselemente
teilen die Detektorhdhe 2 € R* liickenlos in Rechtecke mit Seitenldge n; /b und n;/h.
Beziiglich des detektorfesten Koordinatensystems Kp = {xp, yp, zp } definieren
wir die Detektionsebene

D} ={peR’|p-yp =d|

im Abstand d parallel zur @ p zp-Ebene, d wird auch Detektorabstand genannt. Bei
Detektorposition 2 ist die Detektionsebene beziiglich des Laborkoordinatensystems
K als Menge

D2(29) = {p € B | p- (Re(m - 29)yp) = d}

gegeben. Eine zusitzliche Drehung oder Kippung der Detektionsebene bzw. dessen
Koordinatensystems lassen wir hier auBlen vor. Der Mittelpunkt pp(i, j) € Dfl
des zum Bildelement (i, j) gehorigen Detektionselements bekommt beziiglich des
Koordinatensystems Kp den Vektor

h/l’lj (Cj —])
pp(i, j) = d (2.11)
b/n; (i —¢;)

als Funktion abhingig von Bildkoordinaten (i, j) zugeordnet, wobei die Koordinaten
(ci, ¢j) das Detektorzentrum in Bildkoordinaten angibt. Das Detektorzentrum ist der
Durchstopunkt der yp—Achse mit dem Beugungsbild. Eine mittige Ausrichtung

des Detektors
h 1 b 1
h2,d,b/2)" = (—c; -5 |.d —|ci— =
(h/2.d, bJ2) (nj(c, 2), ,n[(c 2))

liefert das Detektorzentrum bei Bildkoordinaten
¢j = (nj + 1)/2 und ¢; =(n; +1)/2.

Abbildung 2.3a zeigt die verwendeten Konventionen bei entsprechender Detektor-
position 2.
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Ein Detektionselement pp (i, j) € D§(2ﬁ) beziiglich des Detektorkoordinatensys-
tems Kp hat mit (2.2) die Darstellung

pL, j) = Rx(n = 20) pp (i, ) (2.12)

beziiglich des Laborkoordinatensystem %, bei einer Detektorposition 2:9. Gleich-
setzen der Einheitsvektoren des Strahlvektors ||kz || k. aus (2.3) mit dem des
Detektionselement up (i, j) = ||pD(i,j)||’1pD(i,j) aus (2.12) ergibt das lineare
Gleichungsystem

Ry(y) Rx(m = 20) yp = Re(m = 29) up(i, ). (2.13)

Fiir ein Bildelement (i, j) 16st (2.13) die Beugungskoordinaten (26, y) als Funktion

26(i, j) = arccos (up cos 29 + u3 sin 219) (2.14)
und
“J) arcsin (uy csc 260(1, j)), wenn up (i, j) - (—Rx(29) z1) = 0,
i,j)=
[t 7 — arcsin (u; csc 20(i, j)), andernfalls,
(2.15)
auf, wobei up (i, j) = (uy, uy, u3)T. Mit Umstellen von (2.13) zu
up(i, j) = Re(r = 29)"" Ry(y) Re(m —26) ys, (2.16)
erhilt man das Detektionselement
.. up(i,
Pl j) = d —2EI) @.17)
up (l’ J) *Yp

durch Projektion des Einheitsvektors up (i, j) auf die Detektorebene DZ. Zusam-
men mit (2.11) lautet das Detektionselement pp (i, j) aus (2.17) als Funktion in
Bildkoordinaten

n; n; cos 26 sin 29 — cosy cos 21 sin 26
i(20,y;29)=ci+d —us=c;+d — - - 2.18
i26,7;29) = ¢ b e b cos 219 cos 26 + cos y sin 29 sin 26 ( )
und

. nj nj siny sin 26

20,y;20) =cj—d Luy =cj—d - 2.19
J(26.7:20) = ¢; h M= h cos 29 cos 26 + cos y sin 2% sin 20 ( )

abhingig von Beugungskoordinaten (26, y) gegeben eine Detektorposition 2. Ab-
bildung 2.3b zeigt den Zusammenhang zwischen Bild— und Beugungskoordinaten.
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(b) Bild— und Beugungskoordinaten im Beugungsbild.
Abbildung 2.3. Zusammenhang zwischen Beugungsraumkoordinaten und Bildkoordinaten.
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Ein Bildelement pp (i, j) der Detektionsebene mit Bildkoordinaten (i, j) schlieBt
mit dem Detektorzentrum yp einen Winkel « zu

cosk(i, j) = P& Yp__ d . (2.20)

o @ NI llypll \/d2 . (%)2@ )+ (%)z(cj —j)2

ein. Projektion eines infinitesimalen Fldachenelements dS der Detektionsebene
auf die Einheitsphére ergibt im Abstand r = ||pp|| zum Goniometerzentrum als
infinitesimales Flidchenelement dA den infinitesimalen Raumwinkel

dA ool " Toed Cos K cos3k
Q=—= —dS = ~dS = ——ds.
r lpoll ( d ) d

COS K

Damit erhalten wir fiir eine Streurichtung Ak die Beziehung
d(Ak) = sin20d20dy = dQ = d~? cos’kdS (2.21)

zum Oberflichenmalf. Ein Flichendetektor D der Breite b und Hohe &, sowie mit n;
horizontalen und n; vertikalen Bildelementen deckt im Abstand d niherungsweise
einen Raumwinkel

cos® k cos K(z ) & cos K(l J) bh
ds = ——2didj =
o= [ Dfas- [[ il - ZZ

i=1 j=

ab.

2.4. Sichtbarer Ausschnitt eines Beugungsrings

Die Kurve beim Schnitt eines Beugungskegels mit Offnungswinkel 46 mit einer
Detektionsebene DZ(Zﬂ) ist entweder eine Ellipse, falls

20 +20 < g oder %n <29 + 20,
eine Parabel, falls
g —20+20 oder §7T=219+20,

oder eine Hyperbel, falls
Vs 3
= <20+20< =m.
> <29 +26 < 7
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Fiir Detektorpositionen 2¢ = 0 oder 29 = x ist der Kegelschnitt ein Kreis. Die
Kurve kann mit Beugungskoordinaten (26, y) parameterisiert werden, daher nennen
wir die Kurve des Kegelschnitts ebenfalls Beugungsring. Der sichtbare Ausschnitt
eines Beugungsrings im Beugungsbild ist ein oder sind mehrere y—Intervalle. Ist
die Detektorposition 24 bekannt, sind die Bildkoordinaten aus (2.18) und (2.19)
eher unhandlich, um sichtbare y—Intervalle von Beugungsringen im Beugungsbild
zu bestimmen.

2.4.1. Rechteckiges Detektorfenster

Liegt ein rechteckiges Detektorfenster vor, so durchlduft ein auf den Detektor
fallender Strahlvektor k eine Pyramide mit dem Goniometerzentrum als Spitze und
der Detektionsflache als Pyramidengrundfliache. Ein Beugungsring ist dann durch
den Schnitt mit der Mantelfliche der Pyramide begrenzt. Wir fiihren daher die zwei
vertikalen Winkel

Y = arctan [ﬁ (1 -9 )

d I’lj+1

und = arctan h_ G (2.22)
lﬁz - d nj+ 1 '

zwischen oberer bzw. unterer Mantelflache der Pyramide und Detektorzentrums-
richtung yp, sowie die zwei horizontalen Winkel

¢ = arctan v 1- <
d ni+1

w  Ci
d - ¢, =arctan|— 223
un 02 arcan(dniJrl) (2.23)

zwischen rechter bzw. linker Mantelfldche der Pyramide und Detektorzentrumsrich-
tung yp ein. Bei Detektorposition 2¢ haben die Ebenen der Mantelfldchen fiir die
vertikalen Winkel | und i, die nach auflen zeigenden Normalen

ny = Re(m = 20) R;(Y) x . (2.24)
und fiir die horizontalen Winkel ¢jund ¢, die nach aulen zeigenden Normalen
ng = Re(~20) Re(0) 21 (2225)

beziiglich des Laborkoordinatensystem K} . Abbildung 2.4 zeigt die geometrische
Konstruktion des Detektorfensters durch Mantelflichen der Pyramide. Ein ausfal-
lender Einheitsstrahlvektor k € S? mit Beugungskoordinaten (26, ) fillt nur dann
in das rechtwinklige Detektorfenster, falls die vier Ungleichungen

k-ny <0, k-ny <0 und k-ng <0, k-ng <0 (2.26)

erfiillt sind.
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My

My,
Abbildung 2.4. Detektor mit begrenzenden Mantelflachen einer Pyramide.

Mit den Beugungskoordinaten aus (2.3) lauten die Ungleichungen fiir die vertika-
len Winkel ¢ und ¢, mit Normalen aus (2.24) ausgeschrieben

k- my = (Ry(y) Re(m = 20) y1) - (Ru(n = 20) Rz () 1)
= cos ¥ siny sin 26 + siny cos 21} cos 20 + cos y sin Y sin 2¢ sin 26 < 0.
2.27)

Die Ungleichung (2.27) hat im elliptischen Fall ¢ + 6§ < n/4 als Funktion von
Beugungswinkel 26 und Detektorposition 2 gegeben den vertikalen Winkel ¢ die
zwei Nullstellen

—cos i sin26 + \/sin2 20 — sin® ¢ cos? 29

20,29;¢) = 2 arct
71.2(26, 28, ¢) arctan cos (29 + 260) siny

., (2.28)

und im hyperbolischen Fall 7/4 < 9 + 6 < 3/4x nur die Nullstelle y (2¢, 26;¥),,
sowie im parabolischen Fall ¢ + 8 = /4 die Nullstelle

v1(26, 29 ¢) = =2 arctan (tan ¥ cos 20),
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gesetzt, dass mit
sin® 26 > sin’ i cos® 21

der Beugungsring den Detektor verldsstund ¢ # 0,0 < 29 < 7, 0 < 26 < wr. Damit
fallt der Strahl zwischen die obere und untere Mantelfliche, zum einen, wenn

Y1(260,20:41) <y < ¥2(20,29:42), (2.29)
oder zum anderen im elliptischen Fall, wenn
- <7y <v(20,29;4,) oder y1(20,205¢1) <y < 7.
Die Ungleichungen fiir die horizontalen Winkel ¢; und ¢, mit Normalen aus
(2.25) lauten ausgeschrieben jeweils
k-ng = (Ry(y) Re(m = 260) yr) - (Ru(=29) Rx(¢) 21)
= cos 20 sin (¢ — 219) + cos y sin 26 cos (¢ — 219) < O, (2.30)

Die Ungleichung (2.30) hat als Funktion von Beugungswinkel 26 und Detektorposi-
tion 29} gegeben den horizontalen Winkel ¢ die Nullstellen

tan (29 — ¢)
tan 20

falls 0 < 20 < mund —7/2 < ¢ < m/2. Der Strahl féllt zwischen die rechte und
linke Mantelfldchen fiir eine Detektorposition 0 < 2 < n1/2 — ¢, falls

71.2(26,29; ¢) = + arccos (

Iyl <71(260,20;¢1) und  |y| > ¥2(26,29; $2), (2.31)
fiir eine Detektorposition 71/2 — ¢; < 29 < /2 — ¢», falls
Iyl <71(26,29;¢1) und  |y| < ¥2(26,23; ¢2), (2.32)

und fiir eine Detektorposition 77/2 — ¢ < 2¢ < x, falls

[yl =2 y1(26,20:¢1) und  |y| < y2(26,29; ¢2) . (2.33)

2.4.2. Kreisformiges Detektorfenster

Liegt ein kreisformiges Detektorfenster vor, dann durchlduft ein Strahlvektor k
einen Kegel mit dem Goniometerzentrum als Spitze und Grundfliche auf der Detek-
tionsflache Dfl (21). Die Achse des Kegels bzw. der Mittelpunkt des kreisformiges
Detektorfensters ist als Vektor

Pp = d (2.34)
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Abbildung 2.5. Detektor mit begrenzender Mantelfliache eines Kegels.

beziiglich des Detektorkoordinatensystem Kp gegeben, wobei das Detektorzentrum
(ci,¢j) in Bildkoordinaten angegeben und im Allgemeinen von der Kegelachse
verschieden ist. Mit der Projektion des Strahlvektors k auf die Detektionsebene
Dy (29) mit Abstand d und der Detektorposition 2¢, wie in (2.17), durchstoft der
Strahlvektor k die Detektionsebene als Funktion abhingig von Beugungskoordinaten
(20, v) gegeben eine Detektorposition 29 beim Vektor

R.(n—29)"" k.(26,7)

kp(20,y:20) = d —
(Re(n —20)" k1(26.%)) - yp

(2.35)

beziiglich des Detektorkoordinatensystems K. Hat das kreisformige Detektor-
fenster den Radius r € R*, fillt ein Strahlvektor genau dann in das kreisformige
Detektorfenster, falls der Abstand

lkp(20,v;29) —ppll <7 (2.36)

in der Detektionsebene ist. Der Ausdruck (2.36) kann fiir y numerisch gelost werden.
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Liegt der Kreismittelpunk pp gerade im Detektorzentrum yp und hat der Kegel
einen Offnungswinkel 2¢ mit

,
tané = —, 2.37
ang = - (2.37)

so fallt der Strahl k, in das kreisformigen Detektorfenster, falls
cosé > |lkpll kL - lpll”'pr
= (Ry(y) Rx(r = 20) yL) - (Rx(m = 28) yp)
= cos 21} cos 260 + cos y sin 29 sin 26. (2.38)
Dieser Fall wird in Abbildung 2.5 gezeigt. Ungleichung (2.38) hat als Funktion von

Beugungswinkel 26 und Detektorpostion 2: bei gegebem Kegel-Offnungswinkel
2¢ die zwei Nullstellen

sin 299 sin 26
falls sin 219 sin 26 # 0. Somit ergibt sich das y—Intervall zu

¥2(26,29:€) <y <71(20,28:¢) . (2.39)

— cos 219 cos 20
v1.2(26,29; &) = + arccos (cosf €08 2V €08 ),

Die beiden Losungen konnen als Startwert fiir (2.36) verwendet werden, falls der
Kreismittelpunkt nah am Detektorzentrum liegt. Andernfalls eignen sich ersatzweise
die y—Grenzen eines rechteckigen Detektorfensters.

2.4.3. Abschattung

Die Probennormale zp beziiglich des Probenkoordinatensystems Kp hat mit (2.1)
die Darstellung

21 = (Ry(9) Ry(n/2 — x) Re(w)) ™' 2p = Re(~w) Ry(x - 71/2) 2, (2.40)

beziiglich des Laborkoordinatensystems K. Der einfallende Strahl kg € S% /2 und
die Probennormale 2z, schliefen einen Winkel 7 mit

cosn = A ko2 = YL - (Rx(—w) Ry(x —n/2) zp) =sin ysinw (2.41)

ein. Ein ausfallender Strahl k € S% n
Winkel ¢ mit

cosd = A kr(260,7) - 2z
= (Ry(y) Ru(m = 20) y1) - (Ru(-w) Ry (x — /2) 2p)
= yr - (Re(r = 20)" Ry(»)™ Ru(-w) Ry(x — 7/2) zp)

= sin y (cosy cos w sin 26 — sin w cos 20) — cos y siny sin 26 (2.42)

schlieft mit der Probennormale z; einen
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Abbildung 2.6. Begrenzung durch Abschattung unterhalb der Probenoberfliche.

ein. Wird das Goniometer im Reflektionsmodus betrieben, so taucht der ausfallende
Strahl k in den Probenkdrper ab, wenn ¢ > 7/2. Man spricht von Abschattung,
wird der abgetauchte Strahl vollstindig vom Probenkorper ausgeblendet. Abbildung
2.6 veranschaulicht die Abschattung, welche bei zu hohen Verkippungen um
Goniometerwinkel y auftritt.

Vorausgesetzt cos { = cos /2 = 0, dann hat die Gleichung (2.42) als Funktion
abhingig vom Beugungswinkel 26 und bei gegeben Goniometerwinkel (w, y) die
Nullstellen bei

cos y sin26 + \/sin2 20 — sin” y sin’ w
v1.2(20; w, x) = 2 arctan | — - - . (243)
’ sin y sin (w + 26)

Setzen des maximal sichtbaren y-Ausschnitt eines Beugungsrings bis y =
v1(20,29;47) aus (2.28) ergibt fiir (2.42) die Nullstellen cos ¢ = cosn/2 = 0
bei einer Verkippung der Probe um Goniometerwinkel y als Funktion abhéngig
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von Beugungskoordinaten (26, y) bei gegebenem Goniometerwinkel w als

2 2
1 i,[ll +12

2 k
t2

x(20,7; w) = 2 arctan

mit f; = cosycoswsin26 —sinwcos20 und t, =sin20siny, (2.44)

sodass der ausfallende Strahl k fiir einen Beugungsring bei 26 im Beugungsbild
nicht abgeschattet wird.

2.5. Strahlweg

Bei der bisherigen Betrachtung der Beugungsgeometrie haben wir die physische
Ausdehnung und Vergenz des emittierten Rontgenstrahlbiindels vernachldssigt.
Prinzipiell konnen durch eine Rontgenoptik divergente, parallele oder konvergente
Strahlbiindel erzielt werden. Ein paralleles Strahlbiindel hat den Vorteil, dass der
abgebeugte ausfallende Strahl wiederum ein paralleles Strahlbiindel beziiglich
einer beugenden Netzebenenschar ist und die Netzebenenschar innerhalb des
Messflecks gleichmifig ausgeleuchtet wird. In der Praxis ist das Strahlbiindel
oft eine Durchmischung konvergenter und divergenter Strahlvektoren, die im
Goniometerzentrum ihren Brennfleck haben.

Unter Annahme des kinematischen Beugungsmodells ersetzen wir den Strahlweg
eines Rontgenquants von Strahlquelle iiber Probenkorper zur Detektionsebene
vereinfachend durch Vektorrechnung. Ein Rontgenquant wird an einem Ort x
beziiglich des Laborkoordinatensystems emittiert und propagiert in Richtung des
Strahlvektors kg zu einem Ort x,

koy=xy- =,

bis es mit dem Probenkorper wechselwirkt. Mit Probennormale z;, beziiglich des
Laborkoordinatensystems aus (2.40) geschieht dies an einem Ort

ZL-xo—1
@ =z — ZL 0770 ko,
ZL'kO

in einer Tiefe — unterhalb der Probenoberfliche. Beziiglich des Probenkoordinaten-
systems Kp ist dieser Ort dann

xp = Ry(n/2 — ) Re(w) x’.
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Abbildung 2.7. Strahlweg eines parallelen Strahlbiindels mit kreisformiger Querschnittfléche.

An dem Ort :c}, befindet sich ein reziproker Gittervektor r};, der den einfallenden
Strahl kg unter der Laue-Bedingung (2.4) in Richtung

r; -k
k= ko -2 (L—O) -
[eol
beugt, mit 7}, gegeben als reziproker Gittervektor 7; beziiglich des Laborkoordina-
tensystems K. Der Beugungswinkel 26 ist

* . k * . k:
sin9 = T*L 0 = T*L .
75 kol [l [ 1l

Der Strahl lduft vom Ort " im Probenkdrper in die abgebeugte Strahlrichtung k
bis er die Detektionsebene Dfi (29) mit Normale

yr = Ry(m -29) yp

im Abstand d am Ort

” ’ (yL'IBI—d)
' =2 - | — |k
yL-k
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durchdringt. Riicktransformation des Ortes «’” in das Detektorkoordinatensystem
Kp zu
z}, = Ry29 - n)x”

liefert uns die Bildkoordinaten (i, j) mit
. nX 17 . ny 7’
i=cy+—|x und =c¢y— —|x
x T [z} 3 IT=S77 [z5],

des Beugungsbildes.

Abbildung 2.7 zeigt schematisch die Auswirkungen des Strahlwegs auf das
Beugungsbild. Die Gestalt des Messflecks auf der Probenoberfliche dndert sich
abhiingig von Goniometerwinkeln (w, y). Ferner werden bei Drehung um Go-
niometerwinkel ¢, vor allem aufgrund der Form des Messflecks, verschiedene
Volumen im Probenkdrper ausgeleuchtet. Um dem zu entgegnen, empfiehlt es sich
den Probenkorper wihrend der Messung in der @ pyp-Ebene zu oszillieren [vgl.
185, S. 4011f]. Die Lage des abgebeugten Strahls im Beugungsbild ist nicht nur
vom Beugungswinkel 26 abhingig, sondern auch von Ort und Orientierung eines
ausgeleuchteten Kristallits. Bei Verkippung um Goniometerwinkel y kommt es
unter Anderem zur Verbreiterung von Beugungsreflexen im Beugungsbild. In der
Praxis wird versucht, den Effekt durch Strahlbiindelung mit geeigneter Rontgenoptik
moglichst so klein zu halten, dass die Verbreiterung eines Beugungsreflexes durch
das natiirliche Emissionsspektrum mit Ko ;— und Ka,—Strahlung dominiert.

2.5.1. Absorption

Die Intensitit Iy des Strahls wird bei einem mittleren Schwichungskoeffizient u
aus (1.6) auf dem obigen Strahlweg der Linge x durch den Probenkdrper um einen
Faktor 1/1y = exp (—ux) geschwicht. Wird das Goniometer im Reflektionsmodus
betrieben, betrdgt die zurlickgelegte Strahlweglidnge im Probenkorper

t
X =
cosn  cos{

=1(secn +sec?),
unter der Annahme eines vollstindig parallelen Strahlenbiindels, wobei ¢ die
Informationstiefe ist, mit

; ) I'\1 cosncos{
= —10 —_ B Smmm—
& lop) ppcosn +cosd

n der Winkel zwischen einfallendem Strahlvektor ko und Probennormale zp ge-
geben in (2.41) und ¢ der Winkel zwischen Probennormale zp und auslaufendem
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Strahlvektor k gegeben in (2.42). Wird ein paralleles Strahlbiindel mit Querschnitts-
flache F aus der Rontgenstrahlquelle emittiert, betrdgt die Querschnittsfliche F’
des Messflecks auf der Probenoberfldche
1
cosn

und das durchstrahlte Volumen V nach dem Cavalierischen Prinzip in einer Tiefe ¢
folglich V = 2tF’ « COZT’U . Der Transmissionskoeffizient (1.7) fiir die Absorptions-
korrektur im Reflektionsmodus ist

2dt
cosn

to
z =/exp(—,ux)dV=/ exp (—ut (secn + sec{))
I v 0

0
= _2cosf 1 (1 —exp (—uto (secn +sec())), (2.45)
cosn +cosd u

fiir eine Tiefe 7p, mit 7o = oo verschwindet der Exponentialterm. Wegen der
Abhingigkeit vom Einfallswinkel 7 und Ausfallswinkel ¢ zur Probennormale ist die
Schwichung der Strahlintensitét insbesondere von den Goniometerwinkeln w und
x abhingig. Daher empfiehlt es sich, die Abtastung des reziproken Beugungsraums
mit moglichst wenig unterschiedlichen Goniometerwinkeln w und y durchzufiihren
und hauptséchlich den Goniometerwinkel ¢ abzufahren.

2.5.2. Querschnittsfliche

Verlisst ein paralleles Strahlenbiindel mit Querschnittsfliche F die Strahlquelle
in Richtung ko, erhalten wir einen Messfleck auf der Probenoberflache mit der

Querschnittsfliche
1

cosn’

F' =F

wobei n der Winkel zwischen Probennormale und einfallendem Strahl aus (2.41)
ist. Der ausfallende Strahl in Richtung k erhélt die Querschnittsfliche

F” = F'cos¢,

wobei { der Winkel zwischen Probennormale und ausfallendem Strahl aus (2.42)
ist. SchlieBlich fillt der auslaufende Strahl auf die Detektionsebene mit einer

Querschnittsfliche
Fl/l — F/l 1
cos K’



2.5. Strahlweg 41

wobei « der Winkel zwischen ausfallendem Strahl k und Normale der Detektions-
ebene ist. Der Winkel « entspricht

COSK = _PD_ Yp, (2.46)
llppll

mit dem Vektor des Detektionelements pp aus (2.11) beziiglich des detektor-
festen Koordinatensystems K. Bei einem parallelen Strahlbiindel betrigt die
Querschnittsfliche F’”" auf der Detektionsebene also

1 cos¢
COS 1) COS K

F/// — F

von der urspriinglichen Querschnittsfliche F, die die Strahlquelle verlassen hat.

Das Beugungsmuster nimmt unter idealen Voraussetzungen auf der Detektions-
fliche die Silhouette eines Korns in Reflexionsstellung an (vgl. Abbildung 2.7),
ungeachtet stattfindender Interferenzen (dynamische Beugung) gibt die Intensitéts-
verteilung Aufschluss iiber die volumetrische Korngestalt. Dieser Effekt gibt Anlass
zur Rontgen-Beugungskontrast-Tomographie mit angepasster Beugungsgeometrie
[126, 127, 160, 161]. In der Praxis ist dieser Effekt aber kaum mit einem Allzweck-
diffraktometer beobachtbar und duflert sich lediglich in einer Verbreiterung und
Lagednderung des Reflexes.
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