Ausfiihrliche Losungen der
Ubungsaufgaben

Kapitel 1

Lésung von Aufgabe 1.1:

a) Wichtig ist hier, dass man die ,echt kleiner-Zeichen beachtet, es gehort also
weder 3 noch 11 zur Menge A. Somit ist

A = {4,5,6,7,8,9,10}.

b) Das ist natiirlich ein wenig zeitabhingig, zum Zeitpunkt der Drucklegung
des Buches ist B = {Berlin, Hamburg, K6ln, Miinchen}.

¢) Da es keine ungerade Zahl gibt, die durch 10 teilbar ist, ist C = 0.

Lésung von Aufgabe 1.2:

al) Das ist die Menge aller ménnlichen Menschen, die bereits ein Verbrechen
begangen haben, sowie aller weiblichen Wesen, die héchstens 30 Jahre alt sind.

a2) Menge aller ménnlichen Verbrecher, die hchstens 30 Jahre alt sind.

a3) Das ist die Menge aller Ménner oder Frauen, die hochstens 30 Jahre alt
sind, also die Menge aller Menschen, die héchstens 30 Jahre alt sind.

bl) Getreu einem alten Liedtext heilt das zunéchst, dass alle Manner Verbre-
cher sind; es heifit aber auferdem, dass alle Verbrecher Méanner sind, dass es
also keine weiblichen Verbrecher gibt.

b2) Das bedeutet, dass die Menge aller Frauen, die hochstens dreiftig Jahre
alt sind, gleich der Menge aller Frauen ist, mit anderen Worten, dass alle
weiblichen Menschen héchstens 30 Jahre alt sind; hitten manche wohl gern,
ist aber falsch.

Losung von Aufgabe 1.3: Es ist BUC = {2,3,4,5}, also
AN(BUC)={1,24}n{2,3,4,5} = {2,4}. (1)
Andererseits ist AN B = {24} und AN C = {2}, also
(ANB)U(ANC) ={24}. (2)

Die in und angegebenen Mengen sind also identisch, das illustriert das
erste Distributivgesetz.



Weiterhin ist BN C = {2,3}, also
AU(BNC)={1,24} U{2,3} ={1,2,3,4}. (3)
Andererseits ist AU B = {1,2,3,4} und AUC = {1,2,34,5}, also
(AuUB)N(AUC) ={1,2,34}. (4)

Die in (3) und (@) angegebenen Mengen sind also identisch, das illustriert das
zweite Distributivgesetz.

Losung von Aufgabe 1.4: Wichtig ist hier, dass man ebenso wie im Beweis von
Teil a) beide Richtungen beweist.

Die Inklusion AN B C AU B zeigt man so: Es sei x ein beliebiges Flement von
AN B. Dann ist = nicht Element von AN B, kann also nicht gleichzeitig in A
und in B liegen. Somit gilt x € A oder x € B (oder beides), also x € AU B.
Somit ist

ANBC AUB.

Um die ungekehrte Inklusion zu zeigen, nehme ich ein beliebiges Element x
aus AU B. Dieses Element liegt also entweder in A und somit nicht in A, oder
in B und somit nicht in B (oder beides). Daher liegt es nicht in AN B und ist
somit Element von A N B. Daher ist

AUBCANB.

Losung von Aufgabe 1.5: Man kann folgende Vereinfachungen vornehmen:

a)

BN(ANB)=BU(ANB)
=(BUA)N(BUDB)
=(BUA)NG
=AUB.

b)

(ANBNC)U(AUBUC)U(ANBNC)
=(ANBNCYU(ANBNC)U(ANBNCQC)
=AN((BNCYu(BNC)u (BNO))
=An(BNn(Cud)u(Bna))
=AN(BU(BNCQO))
=AN(BUC).

Auch (AN B)U (ANC) wire eine korrekte Losung.



Lésung von Aufgabe 1.6:
a) Es ist

P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}.
Wegen AN B = {1,3} ist

P(AN B) = {w7 {1}7{3}5 {173}}7 (5)

und wegen (AU C)N B = AN B ist die in angegebene Menge auch die
Potenzmenge von (AU C) N B.

b) Es ist AN B = {1,3} und somit

(AN B) x C ={(1,2),(1,4),(1,6),(3,2),(3,4), (3,6) }.

Losung von Aufgabe 1.7: Eine einfache Rechnung zeigt, dass
VB=vVi-2=V1-vV2=2-V2.

Also ist v/2 die Hélfte von v/8, und wire v/8 eine rationale Zahl, so wire es
auch \/5, was aber nach Satz 1.4 des Buches nicht der Fall ist.

Lésung von Aufgabe 1.8:
2
a) Das ist richtig, denn wenn a = % ist, dann ist a? = Z;, also eine rationale

Zahl.

b) Das stimmt nicht, denn a = /2 ist irrational, aber a? = 2 ist rational.

_Q

Losung von Aufgabe 1.9: Alle drei Ausdriicke sind komplexe Zahlen:

a) Die Zahl —2 — 37 ist unmittelbar als solche erkennbar.

b) Da i? = —1 ist, ist auch dies eine komplexe Zahl.

¢) Die beiden Losungen der Gleichung z? + 2 = 0 sind die Wurzeln aus —2,
also die komplexen Zahlen +iv/2.

Lésung von Aufgabe 1.10:

a) Es ist

2120 = (24 5i)(=1 — 2i) = -2 — 5i — 4i — 10> = -2+ 10 — 9i = 8 — 9.

b) Zunéchst ist
20 23 =—1—2i4+3i+6i>=—T+1.

Damit berechnet man:

2 2450 (2450 (=7 —1i)  —14 — 35i — 2i — 5i> 9 37

2223 —T+i 19 + 1 - 50 750 s0”

c)
z1+2z2 1431 (143i)(-2—-13) 1 _

20 — 23  —2414 4+1 5

7.
— 1.
5



Lésung von Aufgabe 1.11:

a) Der Betrag von 1 — i ist v/12 4+ 12 = /2 = 1,4142, der Winkel ist gemiif
Definition 1.21 des Buches:

-1
( = arctan <T) +360° = —45° 4 360° = 315°.

Damit ergibt sich
1—1i=1,4142 - (cos(315°) + isin(315°)) = 1,4142 - (0,7071 — 0,70714).

b) Der Betrag von —5 — 3i ist v/25 + 9 = 5,8309, der Winkel lautet
-3 o o
( = arctan = + 180" = 210,964 ".

Daraus ergibt sich die folgende trigonometrische Form:

—5— 3i =5,8309 - (—0,8575 — 0,51454).

Lésung von Aufgabe 1.12:
a) Der Betrag der Zahl —1+2i ist v/1 + 22 = /5, der Winkel ergibt sich durch

2 (o) [e] o (o) o
= arctan (_1) +180° = arctan(—2)+ 180° = —63,435° +180° = 116,565°.

Um die gewiinschte Potenzierung vornehmen zu kénnen muss ich den Betrag
hoch fiinf nehmen und den Winkel mit fiinf multiplizieren. Es ergibt sich

(—1+2i)° = V5" - (cos(582,825°) + i sin(582,825°))
= 55,901 - (—0,733 + i - (—0,679))
— —41 — 38i.

Die letzten Werte sind natiirlich gerundet, aber das darf man machen, da man
ja weifs, dass die Ergebnisse ganze Zahlen sein miissen.

b) Die Zahl
1 1

R + R

V2 V2
hat den Betrag 1, der zugehorige Winkel ist ¢ = arctan(1) = 45°. Damit hat
man sofort das Ergebnis:

1 ’l 8 o o [e] .. o
— 4+ — =cos(8-45") 4+ 7 -sin(8-45") = cos(360") + ¢sin(360°) = 1.
(Jg+ ) = cosls45%) i sins 457) = cos(300°) + isin(360°)

Lésung von Aufgabe 1.13:



a) Es ist [2| = V13 = 3,605 und ¢ = arctan(-%;) + 180° = 123 69°. Damit
ergibt sich:
Co = /3,605 - (005(7123569 )+ isin(7123é69 )
= 1,809 - (0,472 + 7 - 0,882) = 0,8960 + i - 1,6741.

Ebenso findet man
].2 ° o 12 o o
¢1 = +/3,605 - (COS(M) =+ isin(w))
= —0,8960 — i - 1,6741.

b) Hier geht man natiirlich genauso vor wie in a). Der Betrag von 8 ist iiberra-
schenderweise gleich 8, der Winkel ist 0, denn 8 ist - interpretiert als komplexe
Zahl - gleich 8 4 0 - ¢. Damit ergibt sich:

Co = V8- (Cos(Oo) —|—isin(00)) =2-(1+0)=2,

¢1 = /8- (cos(120°) 4 isin(120°)) = 2 - (—; +i\/§> =—1+14V3,

Co = V/8- (cos(240°) + isin(240°)) = 2- (—; - Pf) =—1-iV3.

Lésung von Aufgabe 1.14:
a) Es ist R1 = {(3,4), (3,5)} und R2 = {(5,5)}.
b) Es gilt: (2,4) € R, denn 2" = 4 mit n = 2. Auch (1/2,2v/2) ist in R, denn

\/§3 = 2+/2, hier ist also n = 3. Schlieklich ist auch (3,3) € R, denn 3l = 3.
(3,6) liegt nicht in R, denn keine ganzzahlige Potenz von 3 ist gleich 6.

Lésung von Aufgabe 1.15:

a) Rs ist reflexiv, denn = < z fiir alle x € R. R ist nicht symmetrisch, jedoch
transitiv; diese beiden Aussagen zeigt man wie in Beispiel 1.12 b) des Buches.

b) Rg ist reflexiv, denn fiir jedes x € Z gilt: * — z = 0, und 0 ist gerade. Zur
Symmetrie: Ist © — y gerade, so ist auch —(x — y) = y — = gerade, also ist Rg
symmetrisch. Auch Transitivitdt gilt, denn sind x — y und y — z gerade, so ist
auch (r —y) + (y — z) = ¢ — z gerade.

¢) Die kleine Vorsilbe ,un® die im Vergleich zu Teil b) hinzugekommen ist,
dndert hier einiges. R7 ist nicht reflexiv, denn z — x = 0 ist keine ungerade
Zahl. Symmetrie ist noch gegeben, denn wenn = — y ungerade ist, so ist auch
—(z —y) = y — = ungerade. Transitivitat gilt hier nicht mehr, denn die Summe
zweier ungerader Zahlen ist eine gerade Zahl; sind also x —y und y—z ungerade,
soist (x —y) + (y — 2) = x — z gerade.

d) Sicherlich liegt jede Stadt im selben Bundesland wie sie selbst; das klingt
zwar sprachlich ein wenig daneben, ist aber richtig. Liegt weiterhin s1 im selben
Bundesland wie sz, so liegt natiirlich auch s2 im selben Bundesland wie s1, also
ist R7 symmetrisch. Liegt schlieflich s; im selben Bundesland wie s2 und s2
im selben Bundesland wie s3, so liegt natiirlich auch s; im selben Bundesland
wie s3; also ist Rg auch transitiv.



e) Die Relation Ry ist nicht reflexiv, denn (3,3) ist nicht enthalten. Sie ist auch
nicht symmetrisch, denn beispielsweise ist (1,2) € Ryg, aber nicht (2,1) (auch
andere Gegenbeispiele sind moglich). Sie ist aber transitiv, denn es gibt kein
Elementepaar der Form (z,y) und (y, z), das man testen miisste.

Lésung von Aufgabe 1.16:

a) Wenn die Differenz einer Zahl x mit der Zahl 1 gerade sein soll, dann muss
= eine ungerade Zahl sein. Daher ist die Aquivalenzklasse [1] gerade die Menge
der ungeraden Zahlen. Analog begriindet man, dass die Klasse [2] die Menge
der geraden Zahlen ist.

Da es keine Zahl gibt, die gleichzeitig gerade und ungerade ist, gilt
12 =0.

Die Aquivalenzklasse [—12] ist ebenfalls die Menge der geraden Zahlen, also
identisch mit [2]. Somit ist

121N [2] = [2]

b) R ist reflexiv, denn (m,m), (a,a), (¢,t) und (h,h) sind Elemente von R.
R ist symmetrisch, denn mit (a,m) liegt auch (m,a) in R, und mit (h,t)
liegt auch (¢,h) in R. Fiir den Beweis der Transitivitdt muss man folgende
Dinge iiberpriifen: (a,m) und (m,a) € R, also muss (a,a) € R sein; (m,a)
und (a,m) € R, also muss (m,m) € R sein; (h,t) und (¢,h) € R, also muss
(h,h) € R sein; (t,h) und (h,t) € R, also muss (¢,t) € R sein. All dies ist
erfiillt, also ist R transitiv. Weiterhin ist

[m] = {m,a} und [t] = {¢t,h}.

Losung von Aufgabe 1.17:
O O

a) Induktionsanfang: Fiir n = 1 besteht die linke Seite nur aus dem ersten
Summanden und hat somit den Wert 2. Die rechte Seite lautet, 1-2 = 2. Somit
stimmen linke Seite und rechte Seite {iberein, und der Induktionsanfang ist
fertig.

Induktionsschluss: Zu zeigen ist, dass
24446+ +2n+2(n+1)=(n+1)(n+2) (6)
ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist
24+446+---+2n=n-(n+1).
Setzt man dies in die linke Seite von (6)) ein, ergibt sich
n(n+1)+2(n+1),
also, durch Ausklammern von (n + 1):

(n+2)(n+1).



Das ist genau die rechte Seite von (), somit ist der Induktionsschluss vollzogen.
b) Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist 12 = w =1.

Induktionsschluss: Zu zeigen ist, dass

n(4n?® — 1)
3

(n+1)(4(n+1)% 1)
3

+@2n+1)° =

gilt. Bringt man beide Seiten auf den Nenner 3, so lautet die Gleichung der
Zihler:
n(4n® —1) +3@2n+1)°> = (n+1)(4(n + 1)* = 1).

Multipliziert man diese Terme aus, erhilt man auf beiden Seiten:
4n® +12n% 4+ 11n + 3.

Damit ist der Induktionsschluss vollzogen.
¢) Induktionsanfang: Firn =2ist 84+1=3-5—-6=9.

Induktionsschluss: Zu zeigen ist, dass
n+1)2n+1)—6+ (4n+5) = (n+2)(2n+ 3) — 6.

Auch hier empfiehlt es sich, beide Seiten auszumultiplizieren. Man erhilt je-
weils:
o2n® + n.

Losung von Aufgabe 1.18: Zu beweisen ist, dass die explizite Darstellung

an=8-3""1+3

gilt. Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist a1 = 8 -1 + 3 = 11 in Ubereinstimmung
mit Formel (1.34) des Buchs.

Induktionsschluss: Zu zeigen ist nun, dass gilt:
ant1 =8-3" + 3.
Dies zeigt man mithilfe der Rekursionsformel wie folgt:
ant1 =3an —6=3-(8-3""' +3)-6=8-3"43.
Lésung von Aufgabe 1.19:

a) Es ist g1 = 1, da der Gastgeber mit dem ersten Gast ein Glas geleert hat.
Fir n =234, ... gilt:
dn = gn—1 + n.

b) Im Induktionsschluss ist zu zeigen:

(n+ 1)(n+2).

gn+1 = B



Das geht so:

n(n+1) n 2(n+1) _ (n+1)(n+2)'

Lésung von Aufgabe 1.20:

a) Induktionsanfang: Der Induktionsanfang ist hier fiir n = 3 zu machen; es
ergibt sich 8 > 7, was sicherlich richtig ist.

Induktionsschluss: Zu zeigen ist: 2" > 2n 4 3.

Das geht beispielsweise so:
2" 9" 49" s n+ 1)+ 2n4+1)=4n+2=3n+ (n+2) > 2n +3,

da 3n > 2n und n > 1 ist.
b) Induktionsanfang: Es ist 3 - V3= 5,196 > 4,732 =3 + V3.
Induktionsschluss: Zu zeigen ist: (n+1)-v/n+1>(n+1)++v/n+1.

Das geht beispielsweise so:

(n+1)-vVn+l=n-vVn+1l+1-v/n+1
>n-vn+vnt+1
>n—|—\/ﬁ+\/m
>n+1+vVn+1



Kapitel 2

Losung von Aufgabe 2.1:

a) Dies ist ein lineares Gleichungssystem, denn die Terme sin(7), e? und In(3)
sind konstante Koeffizienten.

b) Wegen des Terms sin(z) ist dies kein lineares Gleichungssystem.

¢) Auch dies ist keines, da 3 auftritt.

Losung von Aufgabe 2.2: Jeweils eine Losungsmoglichkeit lautet wie folgt; wenn
Thre Losung Zeilen enthilt, die Vielfache der hier genannten sind, ist das auch
richtig.

a) Auszugehen ist von dem System
T—y = 2
2c+y+z2= 3
20—z =—-4

Addiert man das (—2)-Fache der ersten Zeile auf die zweite, ergibt sich

T—y = 2
y+z=-1
20 —z=—-4

Nun kann man beispielsweise die zweite Zeile mit —2 und die dritte mit 3
multiplizieren und beide addieren. Das ergibt:

r—y = 2
Jy+z= -1
—5z=-10

b) Zieht man hier das Doppelte der ersten Zeile von der zweiten ab, erhalt
man sofort:

20 —y =2
0=2

¢) Hier addiert man am besten zunéchst das Doppelte der ersten auf die zweite
und das Dreifache der ersten auf die dritte Zeile; das ergibt:

—r+2y—52=0
3y—62=0
8y — 162 =0
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Addiert man nun das (—8/3)-Fache der zweiten Zeile auf die dritte erhilt man
das Ergebnis:

—zr+2y—5z=0
3y—62=0
0=0

d) Gegeben ist hier das System

Tr1 —2T9 + 3 — T4 = —2
201 — 229 + 223+ 24 = 3
3x1 —4xo + 223 — x4 = —3

—2x1 +4x9 —4x3 +3x4 = 5

Ich subtrahiere zunéchst das Doppelte der ersten Zeile von der zweiten und
das Dreifache der ersten Zeile von der dritten, danach addiere ich das Doppelte
der ersten Zeile auf die dritte; das ergibt:

x1 —2x2 +I3 — g4 = —2
2o +3z4a= 7

200 —x3+2x4 = 3
—2x3+z4= 1

Nun subtrahiere ich die zweite von der dritten Zeile:

T1 — 229 +x3 — x4 = —2
2o +3z4= 7
—r3 — T4 = —4
—2x3t+xz4= 1

Damit es schéner aussieht, multipliziere ich nun die dritte Zeile mit —1 durch
(das ist nicht zwingend notig) und addiere anschliefend ihr Doppeltes auf die
vierte Zeile; das liefert die gewiinschte Dreiecksform:

x1 — 2% +T3 —Tg4g = —2
2o +3z4= 7
r3+x4 = 4

3ra = 9

Losung von Aufgabe 2.3: Auszugehen ist in jedem Fall von der in Aufgabe 2.2
ermittelten Dreiecksform.
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a) Die Losung ist eindeutig. Die letzte Zeile des Dreieckssystems ergibt sofort
z = 2. Setzt man das in die vorletzte Zeile ein, ergibt sich 3y + 2 = —1, also
y = —1. Dies wiederum in die erste Zeile eingesetzt ergibt = = 1.

b) Wegen der Zeile 0 = 2 ist dieses System unldsbar.

c¢) Es gibt unendlich viele Losungen, mit z = ¢ ergibt sich aus der vorletzten
Zeile y = 2t. Setzt man dies in die erste Zeile ein erhdlt man —x+2-2t—5t = 0,
also z = —t.

d) Die Losung ist eindeutig, sie lautet z1 = —2, 2 = —1, 3 = 1, 24 = 3,
wie man durch Auflésung des Dreieckssystems von unten nach oben ermitteln
kann.

Losung von Aufgabe 2.4: Bezeichnet man den Verdienst durch eine Herzopera-
tion mit h, den fiir ein kiinstliches Kniegelenk mit k& und den fiir eine Gallen-
blasenentfernugn mit g, so liefern die im Text gemachten Angaben das Glei-
chungssystem

2h + k + g = 47 000
h+k  =24000
5h  + 2g = 106 000

mit der eindeutigen Lésung h = 20 000, k£ = 4000 und g = 3000. Der Verdienst
fiir eine Herzoperation war also 20 000 DM, der fiir ein kiinstliches Kniegelenk
4000 DM, und der fiir eine Gallenblasenentfernung 3000 DM.

Lésung von Aufgabe 2.5:
a) Die im Text gemachten Angaben fiihren auf das System
s+v+a=200
25—3v = 0
5v + 2a = 400.
Uberfiihrt man es in Dreiecksform, erhélt man
s+v+a=200
5v + 2a = 400
0=0

Das System hat also keine eindeutig Losung.

b) Nun ist s = 90, die ersten beiden Zeilen des in Teil a) ermittelten Dreiecks-
systems lauten nun also:

v+a=110
5v 4+ 2a = 400
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Dieses System hat die eindeutige Losung v = 60, a = 50. V besitzt also 60 Mil-
lionen, A 50 Millionen.

Losung von Aufgabe 2.6: Der Ansatz
a1x1 + azx2 + asxz =0
fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

az+a3 =0
a1 + az =0
—ai + 2a3 =0
Es hat die eindeutige Losung a1 = a2 = a3z = 0. Somit kann man den Nullvek-

tor nur dann als Linearkombination der drei gegebenen Vektoren darstellen,
wenn man a1 = a2 = a3z = 0 setzt.

Losung von Aufgabe 2.7: Sind die Vektoren x1, X2, ...x) geméf Definition 2.6
linear abhéngig, so gibt es eine Linearkombination

ai1x1 +asxa + -+ apxk =0, (7)

in der mindestens ein Koeflizient a; ungleich 0 ist. Dann kann man durch diesen
dividieren und die Darstellung wie folgt nach x; auflésen:

X; =bix1+ -+ bi—1Xi—1 + bip1Xi41 + -+ bexp (8)

mit b; = —a;/a; fiir alle j.

Gibt es umgekehrt eine Darstellung der Form , so kann man diese wie folgt
umformen:

bixi 4+ +bi—1Xi—1 — X + bit1Xi41 + - + bpxp = 0.

Da hier der Koeflizient von x; nicht 0 ist, ist dies eine Darstellung wie in
Definition 2.6 gefordert.

Lésung von Aufgabe 2.8:
a) Fiir kein b € R: Der Ansatz

a1X1 + asxo =0

fihrt in der ersten Zeile auf die Bedingung a1 4+ a2 = 0, in der dritten Zeile
auf —a1 + a2 = 0. Dies impliziert a; = a2 = 0, die Vektoren sind also immer
linear unabhingig.

b) Fir b = 0 wird x3 zum Nullvektor, daher sind in diesem Fall die drei

Vektoren linear abhéngig. Ist b # 0, so folgt zunichst wie in Teil a), dass
a1 = a2 = 0 ist. Also muss azx3 = 0 sein, und da b # 0 ist, folgt az = 0.

¢) Fiir alle b € R, denn vier dreidimensionale Vektoren sind immer linear
abhéngig.
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Lésung von Aufgabe 2.9:
a) Das ist richtig.

b) Das ist nicht richtig, beispielsweise kann man als dritten Vektor einen der
beiden vorhandenen hinzunehmen.

¢) Das ist nicht richtig, denn wenn n = 2 ist, sind mehr als zwei Vektoren
immer linear abhingig.

Lésung von Aufgabe 2.10:

12 -3 3 12 6
1 15 3

A-B=|—-4 5|, B-C= , A-C=1|5 -2 8
6 2 10

4 1 4 5 7

Das Produkt B - A ist nicht definiert.

Lésung von Aufgabe 2.11: Es ist

3 -2 0 -4
A-B= 4 —6 und A-C=]1-2 -6 8|,
-2 -1 -3 2
also
3 1 -1
A-B+A-C=1]0 -2 2 |=4
1 -1 0
Wegen

100
B+C=1]0 1 0
0 0 1
ist dies auch das Ergebnis der Rechnung A - (B + C).

Losung von Aufgabe 2.12: Mit, derselben Vorgehensweise wie in Beispiel 2.18
berechnet man:

Losung von Aufgabe 2.13: Zur Berechnung von A™! schreibe ich zuniichst die
Matrix A in ein gemeinsames Schema mit der Einheitsmatrix:
-1 1 0 |
2 0 1 |
2 0

0
1
1 | 0 0

[ N
_ o O
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Nun addiere ich das Doppelte der ersten Zeile auf die zweite und das (—1)-
Fache der ersten Zeile auf die dritte. Das ergibt:

-1
0
0

e R
—_

0 0 0

117 2 10

0 0 1

Nun ziehe ich das Doppelte der letzten Zeile von der zweiten ab und tausche
danach beide Zeilen. Dadurch erhalte ich:

-1 1
1
0

_ o O
|
—_
—_

Nun muss man nur noch die erste Zeile mit —1 multiplizieren und anschlieftend
die zweite Zeile auf die erste addieren. Das Ergebnis ist

100 | -2 0 1
010 ] -1 0 1
001 ] 4 1 =2
Also ist
-2 0 1
A'=1-1 0 1
4 1 -2
Auf dieselbe Weise ermittelt man
3 _1 2
5 5 5
-1 _ 1 2 1
B -1 5 5 5
1 2 _4
5 5 5

Die Matrix C' ist nicht invertierbar, denn bei Anwendung des Verfahrens ent-
steht eine Nullzeile.

Losung von Aufgabe 2.14: Das Produkt der beiden oben bestimmten Inversen
lautet:

Bl.A =

— Ol oW
SN
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invertiert.
Lésung von Aufgabe 2.15: Es ist

det(A) =1-(9-7—26-13) — (—1)-(4-7—26-17) = —689,
det(B)=2-2+4-(-1)=0

und
1 4 17 7 1 -1
det(C)=5-det [ -1 9 13| —2-det|1 4 17
0 26 7 0 26 7

= 5. (—689) — 2 (—2931) = 2417.

Losung von Aufgabe 2.16: Es ergibt sich jedesmal der Wert, 4.

Losung von Aufgabe 2.17: Man sollte nach der dritten Spalte entwickeln, da
hier drei Nullen enthalten sind; die Determinante der Matrix lautet —15.

Losung von Aufgabe 2.18: Es ist det(A) = det(B) = —1, also
det(A) - det(B) = 1.
Andererseits ist A - B = I3, also auch det(4 - B) = 1.

Lésung von Aufgabe 2.19:

a) Da hier Hy = 0 ist, ist die Matrix weder positiv noch negativ definit.

b) Fiir die Matrix —B gilt: H; = 3, Ho = 3 und Hz = 3. Somit ist —B positiv
definit und daher B negativ definit.

Losung von Aufgabe 2.20: Da B als invertierbar vorausgesetzt wurde, ist
det(B) # 0, daher kann man durch det(B) dividieren. Es folgt:

det(B-A-B™") = det(B)-det(A)-det(B~ ') = det(B)-det(A)-ﬁ = det(A).

Losung von Aufgabe 2.21: Die Determinante der aus den drei Vektoren gebil-

deten Matrix A, also

0 -1 b
det|bp 1 1],
1 1 1

lautet det(A) = b? — 1, die Vektoren sind also genau dann linear unabhingig,
wenn b ungleich £1 ist.

Lésung von Aufgabe 2.22:
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a) Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist

det

=

1 1
3 2| =5#0,
0 2

das System ist also eindeutig l6sbar. Die Lésung lautet

100 1 1
x:%~det 180 3 2| =29,
95 0 2
1 100 1
y:é-det 0 180 2| =38
1 95 2
und
1 1 100
z:é~det 0 3 180 =33.
1 0 95

b) Die Determinante der Koeflizientenmatrix ist 0, das System hat keine ein-
deutige Lésung.
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Kapitel 3

Losung von Aufgabe 3.1: Es ist
(a,b) =2, (a,c) =1, (b,c) =0.
Somit stehen nur b und c senkrecht aufeinander.

Losung von Aufgabe 3.2: Hier ist (a,b) = 3, |]a| = 1 und |b| = v/9+ 16 = 5.
Somit ist 5
cos(a) = 5 also a = 53,13°.

Losung von Aufgabe 3.3: Man erhilt:

2-(=3)—(-1)-6 0
axb=|(-1)-1-2-(-3)|=1]5
2-6—-2-1 10
sowie
0 0
bxc =|[15] und axc= 1[0
30 0

Lésung von Aufgabe 3.4:

a) Die Geradengleichung lautet

0 3
g:x=|-1]+t 5
2 -3

b) Der Punkt @ liegt auf der Geraden (fiir den Parameterwert ¢ = —2), der
Punkt Q2 nicht, denn die erste Zeile der hierfiir notwendigen Gleichung

0 3 3
1]+t | 5 |=1|4
2 -3 1

liefert ¢ = 1; fiir diesen Wert ist zwar noch die zweite Zeilengleichung erfiillt,
nicht aber die dritte.
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Losung von Aufgabe 3.5:

a) Die Ebenengleichung lautet

b) Da der Punkt Q1 auf der Geraden durch P; und P> liegt, liegt er auch in
jeder Ebene, die diese beiden Punkte enthélt. Er muss also bei der Aufstellung
der Ebenengleichung nicht beriicksichtigt werden. Der Punkt Q2 wiederum
liegt nicht auf dieser Geraden, somit definieren die drei Punkte P, P> und Q2
eine eindeutige Ebene. Die Gleichung dieser Ebene lautet:

0 3 3
E:x=]|-1|4+t-| 5 |+s-| 5
2 -3 -1

Losung von Aufgabe 3.6: Das Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoren,
also der Normalenvektor der Ebene, lautet

4

somit hat die parameterfreie Ebenengleichung die Form 4x — 2y + 2z = D.
2
Einsetzen des Ebenenpunktes | 1 | ergibt D = 6, somit lautet die gesuchte

0

Ebenengleichung:
E :4x —2y+ 22 =6,

oder, durch 2 dividiert:
E:2x—-—y+2z=3.

Lésung von Aufgabe 3.7:

a) Zu l6sen ist hier das lineare Gleichungssystem

1 3 0 2
—2|+t-[1]=[-1]+s-|0
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Es hat die Losung t = 1 und s = 2. Setzt man diese Werte in die jeweilige
4

Geradengleichung ein, ergibt sich beide Male der Schnittpunkt S = | —1

2
b) Man muss hier den Winkel a berechnen, den die beiden Richtungsvektoren
einschliefen. Es ergibt sich

cos(a) = = 0,9439,

7
V11-+/5
also o =~ 19,3°.

¢) Am besten ermittelt man zunichst die Parameterform der Ebene, indem
man den in a) ermittelten Schnittpunkt als Aufpunkt und die Richtungsvekto-
ren der beiden Geraden als Richtungsvektoren der Ebene verwendet. Es ergibt
sich folgende Ebenengleichung:

4 3 2
E:x=|-1|+t-|1|+s-]0
2 1

Hieraus ermittelt man die gesuchte parameterfreie Ebenengleichung, sie lautet:

E:x—y—2z=1.

Losung von Aufgabe 3.8: Die Gleichung der Geraden g durch P; und P» lautet

-3 4
g:x=1|2 [+t-|-2], 9)
-3 5

die Gleichung der Ebene F, die durch die Punkte Q1, Q2 und @3 bestimmt
ist, lautet

1 —2 -1
E:x=|5|4+s-|-6]+u-|-2]. (10)
2 2 1

Gleichsetzen von @D und liefert den Schnittpunkt

1
S=10
2
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Losung von Aufgabe 3.9: Der Schnittpunkt lautet

Lésung von Aufgabe 3.10:

a) Einsetzen der drei Komponenten der Geradengleichung in die Ebenenglei-
chung ergibt:
204+t) —14+(1+t-X) =1,
also
2+ -t=-1 (11)

Fiir A = —2 hat diese Gleichung keine Lésung, also existiert kein Schnittpunkt,
die Gerade ist somit parallel zur Ebene.

b) Aus (|11)) ergibt sich ¢t = f%, der Schnittpunkt ist also S =

— = N

Losung von Aufgabe 3.11: a) Da die Gerade senkrecht auf der Ebene stehen
soll, ist der Normalenvektor der Ebene, also

1

ein geeigneter Richtungsvektor der Geraden. Die Geradengleichung lautet so-
mit

5 1
g:x=| 3 |+t-] 2
-1 -3
b) Einsetzen der Geradengleichung aus Teil a) in die Ebenengleichung liefert
den Parameterwert ¢t = —1, der Schnittpunkt ist also
4
S=11
2

Losung von Aufgabe 3.12: Die Schnittgerade hat die Gleichung
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Die fiir Teil b) und c) bendtigten parameterfreien Darstellungen der Ebenen
lauten
Ei:z4+y+2z=0

und
Ey:2x —y+2=3.
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Kapitel 4

Losung von Aufgabe 4.1: Der zulidssige Bereich dieses Problems ist in Abbil-
dung [T] gezeichnet.

Abb. 1: Der zulissige Bereich in Aufgabe 4.1.

-0.5

Man zeichnet die Zielfunktion x + y = ¢ fiir verschiedene Werte von c ein. Sie
verlasst den zuléssigen Bereich im Schnittpunkt der beiden Randgeraden x = 2
und x 4 2y = 4, also £ = 2 und y = 1. Der maximale Wert der Zielfunktion ist
somit

Z(2,1) =3.

Losung von Aufgabe 4.2: Zun#chst gibt es drei Variablen, ndmlich die Anzahl
der Schwarzbunten (z), die der Rotkarierten (y) und die der lila Kiihe (z).
Da der Landwirt genau 200 Kiihe anschaffen will, kann man aber eine der
Variablen eliminieren, beispielsweise z: Es gilt z = 200 —x —y. Die Zielfunktion
lautet zunéchst Z = 20x + 20y + 10z, ersetzt man hier z durch 200 — x — y, so
erhélt man die Zielfunktion in den beiden Variablen x und y:

Z(z,y) = 10z + 10y + 2000.
Die Nebenbedingungen lauten:
z < 120,
y < 120,

T +y > 80,
z +y < 200.

AufRerdem gilt
100z 4 1500y + 500z < 180 000,
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Hier kann man durch 100 dividieren und wiederum z durch 200 —x —y ersetzen,
was auf die endgiiltige Restriktion

—4z + 10y < 800

fiithrt. In Abbildung[2] sehen Sie den zuléssigen Bereich und die optimale Lage
der Zielfunktion. Diese ist offenbar parallel zur Randgeraden x 4+ y = 200. Der
Landwirt hat also eine ganze Fiille von Md&glichkeiten. Beispielsweise kann er
den Schnittpunkt der Geraden x 4+ y = 200 mit der Geraden z = 120, also den
Punkt (z,y) = (120,80) wihlen.

Abb. 2: Zu Aufgabe 4.2.
Der Landwirt wird also in diesem Fall 120 Schwarzbunte und 80 Rotkarierte
anschaffen, der optimale Erlgs ist dann Z(120,80) = 4000.

Losung von Aufgabe 4.3: In Abbildung [3]ist der zuléssige Bereich mit den drei
Eckpunkten E1, E2 und E3 eingezeichnet.

&y

80
70

|2*o 40 60 80 Nzo

Abb. 3: Der zuléssige Bereich in Aufgabe 4.3.

Die aktiven Randgeraden lauten:
g1: x=10
g2: y=10
g3: x4+ 2y =100
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Der zulédssige Bereich hat hier nur drei Eckpunkte. Die folgende Tabelle zeigt
die Koordinaten dieser Eckpunkte und die resultierenden Werte der Zielfunk-
tion.

Eckpunkt Schnittgeraden Koordinaten Wert der
Zielfunktion
E, g1 N ge (10,10) 130
FE-5 g1MNgs (10,45) 165
E3 g2 N g3 (80,10) 270

Das Optimum wird im Punkt (80,10) angenommen, der optimale Wert der
Zielfunktion ist Z(80,10) = 270.

Losung von Aufgabe 4.4: Die erste Simplex-Tabelle lautet:

x Y uir U2

3 6 1 0 |42

5 4 0 1|58
—40 —-60 O O | O

Da —60 kleiner ist als —40, ist die zweite Spalte die Pivotspalte. Zur Ermitt-
lung der Pivotzeile bilde ich die Quotienten 42/5 = 7 und 58/4 = 14,5. Da
7 sicherlich kleiner ist als 14,5, ist die erste Zeile die Pivotzeile und 6 das
Pivotelement.

Jetzt normiere ich die erste Zeile, indem ich alle Eintrdge durch 6 teile, und
erhalte:

x Yy o ul u2
1/2 1 1Y 0| 7
5 4 0 1 |58
—40 —-60 O O0 | O

Nun wende ich den Gauf-Algorithmus an, um die Elemente in der zweiten und
der dritten Zeile der Pivotspalte zu vernullen. Hierzu addiere ich das (—4)-fache
der ersten Zeile auf die zweite und das 60-fache der ersten Zeile auf die dritte
Zeile. Das Ergebnis sieht wie folgt aus:
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T Yy ul Uus

1 1 s 0| 7

3 0 —23 1| 30
—10 0 10 O |420

Da hier nur noch ein einziges Element der Zielfunktionszeile negativ ist, fallt
die Wahl der Pivotspalte nicht schwer: ich entscheide mich fiir die erste. Die
relevanten Quotienten in den ersten beiden Zeilen lauten 30/3 = 10 und
7/(1/2) = 14. Somit ist die zweite Zeile die Pivotzeile, und ich normiere sie,
indem ich alle Eintrdge durch 3 dividiere. Die Tabelle sieht dann so aus:

x Yy ui u2
2 1 /s 0 7
1 0 —2/0 1/3| 10
—10 0 10 0 | 420

Nun wende ich wiederum den Gaufk-Algorithmus an und erhalte folgendes Bild:

T oYy wi u2

0 1 518 —1/6| 2
1 0 —2/0 s | 10
0 0 70/9 10/3 | 520

Damit ist der Simplex-Algorithmus beendet, denn in der Zielfunktionszeile sind
nur noch nicht negative Eintréige vorhanden. Der gesuchte maximale Wert der
Zielfunktion lautet 520, die zugehorigen optimalen Werte der Variablen x und
y sind £ = 10 und y = 2.

Losung von Aufgabe 4.5: Nach Einfithrung von Schlupfvariablen lautet das
Problem: Man maximiere die Zielfunktion

Z(x,y) =3z + 2y
unter den Nebenbedingungen

20+ y +ur = 22,
T+ 2y + u2 = 23.
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Die zugehorige Simplex-Tabelle ist:

1 1 0 |22
1 2 0 1 |23
-3 -2 0 00

Nach Anwendung des Simplex-Algorithmus erhélt man folgende Tabelle:

x Y ui U2

1 0 23 —1/3| 7
0 1 —-1/3 2/3 | 8
0 0 4/3 1/3 |37

Der maximale Gewinn ist rechts unten abzulesen, er betrigt 37 Euro pro Tag,
die zugehorige Wahl der Produktionskapazitdten ist x = 7 und y = 8. Der
Betrieb sollte also pro Tag sieben Einheiten von Produkt 1 und acht Einheiten
von Produkt 2 produzieren, um seinen Gewinn zu maximieren.

Losung von Aufgabe 4.6: Die erste Simplex-Tabelle sieht hier wie folgt aus:

x Yy ur u2
—1 1 1 0 0
1 1 0 1 150

—-15 —-25 0 O 0

Die erste Zeile entstammt der Nebenbedingung y < x. Hier muss man zunéchst
auf beiden Seiten x subtrahieren, was auf die Nebenbedingung in Normalform
—x +y < 0 fithrt. Nun wandelt man diese Nebenbedingung durch Einfiihrung
einer Schlupfvariablen u; in eine Gleichung um, dies ergibt —z + y 4+ u1 = 0.

Anwendung des Simplex-Algorithmus ergibt die folgende Endtabelle:

x Yy ui u2

0 1 12 14| 75
1 0 —=Y2 12| 75
0 0 5 20 | 3000

Somit haben wir das grafisch ermittelte Ergebnis bestétigt, dass die Wahl
r =y = 75 optimal ist und den maximalen Gewinn Z = 3000 liefert.
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Losung von Aufgabe 4.7: Nach Einfithrung von zwei Schlupfvariablen lauten
die Nebenbedingungen wie folgt:

lx + §x +x3+ur =4

gT1t+ 5w 3 1=

4x1 + 229 + 223 +u2 = 14

Anwendung des Simplex-Algorithmus liefert die folgende Endtabelle:

x1 T2 r3 Ul u2
1 =13 0 —2/3 1/3 | 2
0 5/3 1 43 —1/6| 3
0 2/3 0 103 1/3 |18

Da der Koeffizient von xg in der Zielfunktionszeile positiv ist, ist diese Variable
gleich 0 zu setzen. Fiir die anderen beiden Variablen liest man die folgenden
optimalen Werte ab: x1 = 2, x3 = 3. Der optimale Wert der Zielfunktion ist

Z(2,0,3) = 18.
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Kapitel 5

Lésung von Aufgabe 5.1:

a) Die Folge {an} ist weder nach oben noch nach unten beschrankt, denn fiir
gerade Werte von n gehen die Folgeglieder gegen +o0, fiir ungerade gegen —oo.
Die Folge {bn} ist nach oben beschrénkt (z.B. durch 0), denn alle Folgenele-
mente sind negativ; nach unten ist sie unbeschriankt. Die Folge {c,} ist nach
oben durch 1 und nach unten durch 0 beschrénkt, also insgesamt beschrénkt.
Dies sieht man am besten, indem man die Folgenelemente umschreibt zu

1

Cn:n7.

b) Eine Umformung ergibt

n—1

EE N — 12
2n2 4+ 2n (12)

an

Es ist a1 = 0 und a, > 0 fiir n > 2, die Folge ist somit durch 0 nach unten
beschriankt. Da der Zahler immer kleiner ist als der Nenner, ist sie nach oben
durch 1 beschrinkt, also insgesamt beschrankt.

¢) Man kann die Folgeglieder umformen zu

e (2"
"T\25)
Die Folge ist nach unten durch 0 beschrénkt, nach oben unbeschrénkt.

Lésung von Aufgabe 5.2:

a) {an} ist nicht monoton, denn die Folgenglieder sind abwechselnd positiv
und negativ, {b,} und {cn} sind streng monoton fallend.

b) Die Folge ist nicht monoton. Beispielsweise ist

a1 =0 < a2 =

Ev

also kann die Folge nicht monoton fallend sein, und es ist
a3 = -5 > a4 = i
T 12 tT a0

also kann sie auch nicht monoton steigend sein.

¢) Die in der Ldsung von 5.1 ¢) angegebene Umschreibung zeigt, dass diese
Folge streng monoton steigend ist.

Losung von Aufgabe 5.3: Zu unterscheiden sind die drei Félle k > m, k = m
und k£ < m.
Ist k > m, so ist also k — m positiv. Kiirzt man den angegebenen Bruch durch
n™, so erhalt man
enF™ —1/p™

d+2/nm

an =
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Da k — m positiv ist, wachst der Zahler iiber alle Grenzen, und die Folge
konvergiert nicht. Ist k = m, so kiirzt man durch n™ = n* und erhilt

—1 m
=& /n

d+2/nm

Fiir n — oo geht jeweils der zweite Summand in Zahler und Nenner gegen null
und es folgt

li &
m an = —.
nsoo d

Kiirzen durch n” liefert im Fall k < m:

c—1/n*

o= dpm—k 2/nk’

Nun wéchst der Nenner iiber alle Grenzen, und somit konvergiert die Folge
gegen 0.

Lésung von Aufgabe 5.4:

a) Die Folge ist die Differenz zweier Nullfolgen und konvergiert daher gegen 0.

b) Die Folge konvergiert gegen 3, denn die héchste Potenz von n ist in Zihler
und Nenner gleich, ndmlich 4.

¢) Die Folge konvergiert nicht, die Folgenelemente werden beliebig grof.

d) Die Folge konvergiert gegen 0. Das zu zeigen ist ein wenig tricky: Multipli-
ziert man das allgemeine Folgenglied v/n + 1 —+/n mit v/n + 14 /n, so ergibt
sich mithilfe der binomischen Formel:

(Vn+1-vn)(VnF1l+vn) = n+1)?-(vVn)’={n+1)—n=1 (13)

Dividiert man nun wiederum den ersten und letzten Term in (13) durch

vn + 1+ y/n, erhilt man:

VTS Sy jep—

NIy

Nach Teil ¢) dieser Aufgabe geht die rechte Seite gegen null, somit also auch
die linke, also die gegebene Folge.

Losung von Aufgabe 5.5: FEin Beispiel ist die durch

(=D"

n

an —

definierte Folge {an}. Sie konvergiert (gegen 0), ist aber weder monoton stei-
gend noch monoton fallend.

Lésung von Aufgabe 5.6:
a) f1 ist eine Funktion, die Bildmenge ist R.

b) f2 ist keine Funktion, da negativen Zahlen kein Funktionswert zugeordnet
werden kann.
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¢) f3 ist keine Funktion, denn die Zuordnungsvorschrift ist nicht eindeutig.
d) fa ist eine Funktion, die Bildmenge ist R \ {0}.

Losung von Aufgabe 5.7: Da der Radikand nicht negativ sein darf, miissen der
Zihler x und der Nenner 1 — x dasselbe Vorzeichen haben. Ist > 0, so muss
also 1 — x > 0 sein, und dies impliziert x < 1. x = 1 scheidet hier auch noch
aus, denn dann wiirde der Nenner des Radikanden gleich 0. Somit verbleibt
0<x <.

Wire aber < 0, so wire 1 — x > 1, also positiv, und der gesamte Bruch
negativ. Dieser Fall scheidet also aus, und das Ergebnis ist 0 < x < 1, also

D = [0,1).

Losung von Aufgabe 5.8:
g g

a) f1 ist nicht surjektiv, denn die 2 tritt nicht als Funktionswert auf; fi ist
auch nicht injektiv, denn mehr als ein Element des Definitionsbereichs (sogar
unendlich viele) werden auf denselben Wert 1 abgebildet.

b) f2 ist surjektiv: Um das zu zeigen, 16se ich die Gleichung

:Z?Q

V=

fiir beliebiges y € [0,1) nach x auf. Das liefert:

ya’ +y =a°,
also
2 2
ya© —x" =~y
oder
2
o (y—1)=—y
und somit
22 = -y _ Y
y—1 1-y

Da y dem Intervall [0,1) entstammt, ist der Nenner der rechten Seite nicht null,
und der gesamte Ausdruck nicht negativ. Somit kann man die Wurzel ziehen,
und daher existiert ein x, das auf y abgebildet wird.

f2 ist aber nicht injektiv, beispielsweise ist fo(—1) = f2(1).

¢) f3 ist surjektiv und injektiv, da sowohl der Definitions- als auch der Werte-
bereich nur nicht negative reelle Zahlen enthilt.

Losung von Aufgabe 5.9: Eine ungerade Zahl m hat die Form 2k + 1 mit einem
k € Nog. Somit ist

mo_ (E2k+1 — 2k

xT x - T

Der Rest des Beweises verlduft analog Beispiel 5.9 c), hier ist

J(=a) = (=)™ = (=)™ - (=) =™ - (—2) = —a™ = — f ().
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Lésung von Aufgabe 5.10:

a) Diese Aussage ist wahr. Sind f und g ungerade Funktionen, so gilt fiir ihre
Summe:

(f+9)(—2) = f(—=2) + g(—2) = = f(2) + (—=g(x)) = —(f + 9)(z).

b) Diese Aussage ist falsch, ein einfaches Gegenbeispiel ist f(z) = g(z) = =.
Dies sind ungerade Funktionen, aber ihr Produkt f(z) - g(z) = z? ist eine
gerade Funktion.

¢) Das ist falsch, zahlreiche Beispiele von Funktionen, die weder gerade noch
ungerade sind, finden Sie im Buch.

d) Das ist falsch: Die Funktion f(x) = 0 ist sowohl gerade, denn f(z) =0 =
f(—=x), sie ist aber auch ungerade, denn f(—z) =0 = — f(z) fiir alle = € R.

Lésung von Aufgabe 5.11:

a) Hier ist f(—z) = —2z — 222, also

r— 21> — (—2z —22%) 22 +22

—2
2 2 *

fu(z) = 2

und

2

z— 22 + (—2z —22%)  —22° + (-22%) oy

folw) =2 5 .

b) Wegen sin(—xz) = — sin(x) ist hier

fu(z) = 42® + 2sin(z) und fy(z) = 0.

Losung von Aufgabe 5.12: Es ist

(fog)(x)=(z+1)*+ (x+1) — 2 =12+ 3z

Losung von Aufgabe 5.13: Die beiden Funktionenpaare in Beispiel 5.10 sind
umkehrbar; in Teil a) ergibt sich

(go ) =y +2yy+1,

(9o D) =1

Bei den Funktionen in Ubungsaufgabe 5.12 ist keine Umkehrung méglich, da
g beispielsweise fiir f(0) = —2 nicht definiert ist.

in Teil b)

Losung von Aufgabe 5.14: Der groftmogliche Definitionsbereich ist D = [1, 00),
da der Radikand nicht negativ sein darf. Der maximale Wertevorrat ist dann
die Bildmenge W = R*. Die Umkehrfunktion lautet f~!(z) = 2% + 1.
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Losung von Aufgabe 5.15: a) Die Funktion f ist nicht streng monoton, denn
beispielsweise ist

f=1) =2> f(0) =1 < f(1) = 2
Daher ist sie auch nicht umkehrbar.

b) Die Funktion g ist streng monoton steigend, denn aus x1 < z2 folgt immer
z3 < 23. Die Umkehrfunktion lautet

g VRS R, g Y z) = V.

Lésung von Aufgabe 5.16:
a) Der linksseitige Funktionsterm kann umgeformt werden wie folgt:

2?43z 10  (z+5)(x—2) 45
22— 3z +2 (x—1)(z —2) r—1

Der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert an der Stelle T = 2 sind also
gleich 7. Daher muss a® — 2 = 7 sein, also a = 3 oder a = —3.

b) Der linksseitige Funktionsterm kann umgeformt werden wie folgt:

20° 420 —4 2 —1)(z+2)  2(z+2)
-2 22@-1) 22

Dabher ist der linksseitige Grenzwert an der Stelle T = 1 gleich 6. Dies ist auch
der rechtsseitige Grenzwert und der Funktionswert, daher ist die Funktion
stetig an der Stelle 7 = 1.

c) Der linksseitige Grenzwert ist hier

2
(-2 -9) _ |, (1-2)@+3) _
6(z — 3) @3 6

r<3

lim —2.
x<3

Damit der Funktionswert 2 — a? gleich diesem Wert ist, muss a = +2 sein.
Nun ist noch zu priifen, ob mit diesen Werten auch der rechtsseitige Grenzwert
gleich —2 ist. Der entsprechende Funktionsterm lautet 16 +9 — z° und hat an
der Stelle z = 3 tatséichlich den Wert —2. Also ist die Funktion stetig.

Lésung von Aufgabe 5.17:
a) Firz =0und z = 1.
b) Firzx=-1,z=0und z = 1.
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Lésung von Aufgabe 5.18:

T
-

-
-

Abb. 4: Die Funktionen wa(z) (schwarz) und ws(z) (blau).

Lésung von Aufgabe 5.19:

a) Da sin?(x) + cos®(x) = 1 fiir alle € R gilt und cos®(x) nicht negativ sein
kann, ist sin®(z) nicht gréRer als 1, also sin®(z) < 1. Wegen | sin(z)| = /sin?(x)
gilt dies auch fiir den Betrag. Die Aussage tiber den Cosinus beweist man
analog.

b) Fiir alle z € R gilt sin(z 4 %) = cos(z). Setzt man hier x = —7 ergibt sich

sin(%) = cos(Z). Setzt man dies in die Gleichung sin®(z) + cos®(z) = 1 ein,

folgt
2si 2(5) - 1.
Sin 4

Division durch 2 und Ziehen der Wurzel auf beiden Seiten ergibt die Behaup-
tung.

Losung von Aufgabe 5.20: Setzt man im ersten Additionstheorem = = y, ergibt
sich

sin(2z) = sin(z) cos(x) + cos(x) sin(x) = 2sin(x) cos(x).
Die Formel fiir cos(2z) ergibt sich analog aus dem zweiten Additionstheorem,

hier ist fiir z = y:

cos(2z) = cos(z) cos(z) — sin(z) sin(x) = cos®(z) — sin®(z).

Losung von Aufgabe 5.21: Die gesuchten Werte kann man in folgender Tabelle
ablesen:

’ a Hx:f2‘x:0‘x:1‘x:2‘ leO‘
0,5 4 1 0,5 0,25 | ~ 0,00097
1 1 1 1 1 1
0,25 1 2 4 1024
4 0,0625 1 4 16 1048576
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Losung von Aufgabe 5.22: Es ist e1 = 2, e12 = 2,61303, es2 = 2,69259, ez5 =
2,71456, egreo = 2,71812.

Losung von Aufgabe 5.23: log,,(0,001) ist definitionsgemé&f diejenige Zahl, mit
der man 10 potenzieren muss, um 0,001 zu erhalten. Es folgt:

log,,(0,001) = —3.
Analog erhilt man:

log, (V/78) = Z.

Lésung von Aufgabe 5.24: Es ist

In(7,5
logs(7,5) = 1( )

59 1,83406.
) 83406
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Kapitel 6

Losung von Aufgabe 6.1: Der Differenzialquotient und seine Zerlegung lauten
hier
z3 —a® (x —a)(2® +ax +a?)

. . . 2 2 2
lim — = lim = lim 2° 4+ ax + a® = 3a”.
x—a T — Q r—ra €Tr—a r—a

Die gesuchte Ableitung ist also f'(a) = 3a®.

Lésung von Aufgabe 6.2:

a) Der linksseitige Grenzwert des Differenzialquotienten ist

222 — 0 .
im ——— = lim 2z=0,
z—0,z<0 2 — 0 z—0,2<0
der rechtsseitige lautet
> -0

xz=0.

lim lim
x—0,2>0 T — 0 x—0,2<0
Da beide Werte iibereinstimmen ist die Funktion differenzierbar, und es ist
f'(0)=o.
b) Der linksseitige Grenzwert des Differenzialquotienten ist
zsin(z) +1 -1

lim — /T -7~ lim  sin(z) =0,
xz—0,2<0 x—0 z—0,z<0

der rechtsseitige lautet

ot 41-1 .
lim — = 1Ilim z=0.
z—0,2>0 x—0 rz—0,2<0

Die Funktion ist differenzierbar, und es ist g’(0) = 0.

¢) Die Funktion ist an der Stelle a = 0 nicht stetig, denn der linksseitige
Granzewert der Funktion ist 0 — 1 = —1, der Funktionswert und rechtsseitige
Grenzwert aber (0 — 1) = +1. Somit ist sie nach Satz 6.5 dort auch nicht
differenzierbar.

d) Der linksseitige Grenzwert des Differenzialquotienten ist

. |z| — 0 . —z—0
lim = lim = —1,
z—0,2<0 x — 0 z—0,2<0 x —0
der rechtsseitige lautet
lz| -0 _ I x—0_+1.

lim im =
z—0,2>0 ¢ — 0 z—0,2>0x — 0

Die Funktion ist nicht differenzierbar in x = 0.
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Losung von Aufgabe 6.3: Es ist f'(x) = cos(x), also f(0) = 0 und f'(0) = 1.
Damit ergibt sich:
tz)=1-2+(0—-1-0)==z.

Lésung von Aufgabe 6.4:
a) BEs ist f'(z) = 22, also f(1) = 1 und f'(1) = 2. Damit ergibt sich:
tx)y=2z+(1-2-1)=2x—1.
b) Eine Schnittstelle zs geniigt der Gleichung
% =2r5—1, also 2% —2z5+1=0.
Diese hat nur die Losung zg = 1, somit gibt es keine weitere Schnittstelle.

Lésung von Aufgabe 6.5:
a) Nach der Produktregel ist

R (z) = cos® () — sin®(z).

b) Um die Produktregel anzuwenden, schreibt man die Funktion zunichst um
in die Form ha(z) = €* -z~ 2. Dann ergibt sich:

hy(z) = €e” - (x7 2 —2277).
¢) Wegen hs(z) = e2® = (e%)? = e” - €7 gilt

l 2
ha(z) =" - e* +¢e* - e” = 2e" - ¥ = 2e*".

Losung von Aufgabe 6.6: GemaR dem Hinweis wendet man zunédchst die Pro-
duktregel auf (f(x) - g(z)) - h(z) an; das ergibt

(fg-1)'(x)=(f9)(x) h(x)+ (f - g)(x) - I (2),

und nochmalige Anwendung der Produktregel, diesmal auf (f - g)'(x), liefert
die zu beweisende Behauptung.

Lésung von Aufgabe 6.7:

a)
2 1
iy VEOR ) W e
b)
. x : T 102 T
Wy () = cos(z) - (cos(z)e” + sin(x)e®) 4 sin“(x)e

cos?(x)
_ (cos?(x) + sin(z) cos(z) + sin?(z))e”
cos?(x)
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Lésung von Aufgabe 6.8: Es ist

a)

_sin(y/z)
2z

hi(z) =

b)
sin(z?) - 2sin(x) cos(z) — sin®(x) - 2z cos(z?)
sin?(z2)
¢) Hier sind drei Funktionen verkettet; die Ableitung des inneren Funktionen-
paares ™) lautet cos(z)es™®) | damit ist

ha(z) =

cos(z)es™(®)

hy(z) = S
3 (J)) 2/ esin(z)

Losung von Aufgabe 6.9: Diese Aufgabe bearbeitet man in volliger Analogie
zu Beispiel 6.13, Teil a). Es ergibt sich

gy = L 1

Losung von Aufgabe 6.10: Hier ist

f(z) = 10" = exp;o(2)
zu setzen. Nach Satz 6.3 gilt
f'(z) = In(10) - 10”.

Dann folgt in Analogie zum Beweis von Satz 6.12:

T S 1 !
&= Fa) T m(10)- 10  In(10) - 10'5®)  b-In(10)’
also
1 /(w) = #
W= In(10)°

Losung von Aufgabe 6.11: Die Ableitungen lauten wie folgt:

a) |
hi(z)=(1+z- cos(x))es’“(x)

b)
/ 202 (1 + 2?%) — e®™2x  2e**(2® —x + 1)
h2(x) = =
(1+ 22)2 (1+ 22)2
c)
hy(z) = ——o SR

\/1—623“ - \/1_6230
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Losung von Aufgabe 6.12: Die Ableitung der gegebenen Funktion ist
f'(z) =2z cos(ac2)esm(12).

Daher ist f(/7) = 1 und f'(y/7) = —2+/7. Damit lautet die gesuchte Tangen-
tengleichung
t(z) = —2v/7x + (1 + 2m).

Losung von Aufgabe 6.13: Die Ableitung der Funktion f(z) lautet

1—2?

f(z) = Uta)t

Nun ist das Vorzeichen von f’(zx) zu untersuchen. Der Nenner ist fiir alle x € R
positiv, macht also keine Sorgen. Der Zihler und somit der ganze Ausdruck
ist genau dann positiv, wenn —1 < x < 1 ist, er ist genau dann negativ, wenn
x < —1 oder z > 1 ist.

Die Funktion ist somit streng monoton fallend fiir x < —1 und z > 1 sowie
streng monoton steigend fiir —1 < z < 1.

Losung von Aufgabe 6.14:

a) Die Ableitung lautet p’(z) = 2az. Ist a ungleich 0, hat diese genau eine Null-
stelle, die Funktion also héchstens ein Extremum. Ist a = 0, ist die Funktion
konstant und hat unendlich viele Extremstellen.

b) Der einzige Kandidat ist z = 0, hier ist p(0) = b. Ist = verschieden von 0,
so ist ax? > 0 und somit p(x) > p(0). Daher ist 0 Minimalstelle.

Losung von Aufgabe 6.15: Die gesuchten Ableitungen lauten wie folgt:

)
fi(z) = (33@2 - 1’3) e 7,

also
fil(x) = (6 —3z%) - e " — (32> —a®) . e™®
= (2° — 62° 4+ 6x) - e ".
b)
fo(x) = 2xsin (%) + %2 - cos (g) ,
also

o= (2% ) on Z) 2 eon(3).

also
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Losung von Aufgabe 6.16: Es ist f'(z) = cos(x), f’(x) = —sin(z), f"(z) =
—cos(z) und f@(z) = sin(x).
Die vierte Ableitung ist also wieder gleich der Funktion, und daher gilt

f(4k)(a:) =sin(x) fiir k € N.
Daher ist auch f*% (z) = sin(z) und f4% (z) = (f“®) (z) = cos(z).

Lésung von Aufgabe 6.17:

a) Nach der Kettenregel ist fi(z) = 2z - 6”2, die einzige Nullstelle hiervon ist
2o = 0. Die zweite Ableitung lautet f}'(z) = (2 + 422) - ¥, also ist f}(0) =
2 > 0. Somit hat die Funktion fi(x) = e” bei 20 = 0 eine Minimalstelle.

b) Es ist f3(x) = €, und da die Exponentialfunktion niemals 0 wird, hat die
Funktion fo(x) keine Extremalstellen.

c) Hier ist f4(z) = 32% —4x+1 und f”(z) = 62 —4. Die quadratische Gleichung

322 — 4z + 1 = 0 hat die beiden Losungen 1 = 1 und z3 = %, dies sind
also die Nullstellen von f’(z). Einsetzen in f”(z) liefert f/(1) = 2 > 0 und
f”(%) = —2 < 0. Die Funktion nimmt also in z1 ein Minimum und in z2 ein

Maximum an.

d) Die erste Ableitung lautet f’(z) = 2sin(z) cos(x), ihre einzige Nullstelle
im Intervall (0, 7) ist £o = 5, denn dies ist die einzige Nullstelle des Cosinus
in (0,7), und der Sinus hat keine Nullstelle in diesem Intervall. Die zweite
Ableitung ist

f(x) = 2(cos’(z) — sin*(x)),

also ist f"(%) = —2 < 0. Die Funktion f(z) nimmt in zo = 5 ein Maximum
an.
Losung von Aufgabe 6.18: Die ersten Ableitungen der Funktion f(x) lauten

@) = (m = 1) (= 1) (L)

firn=12,...,m—1,und f(m)(x) =ml.

Insbesondere ist also
FD =) == fm (1) =0

und f(™(=1) = m! > 0. Andere Nullstellen gibt es nicht. Damit hat man
folgendes Ergebnis: Ist m ungerade, so hat die Funktion keine Extremalstelle,
ist m gerade, so hat sie in 9 = —1 ihre einzige Extremalstelle, und diese ist
eine Minimalstelle.

Lésung von Aufgabe 6.19:
a) Die ersten Ableitungen dieser Funktion sind ¢'(x) = —2z-¢* und g’ (x) =
(=2 + 42?) - e~ . Die Nullstellen dieser zweiten Ableitung sind

—1 1
To1 = — und zo2 = —.

V2 V2
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Als dritte Ableitung findet man

11

g (x) = (=2 + 42°) - (—2z) - e 4+ 8x-e .

Einsetzen von xo1 und xo2 liefert jeweils einen von 0 verschiedenen Wert, es
handelt sich also in beiden Fillen um eine Wendestelle. Da die erste Ableitung
an beiden Stellen nicht verschwindet, liegt kein Sattelpunkt vor.

b) Es ist h/(z) = 32% + 2, h”(z) = 62 und h"’'(z) = 6. Wegen h”(0) = 0 und
h"'(0) # 0 ist x = 0 eine Wendestelle. Da h'(0) = 2 # 0 ist, ist dies kein
Sattelpunkt.

Losung von Aufgabe 6.20:
a) Da 7 eine Nullstelle des Nenners und des Zahlers ist, kann die Regel von
I’Hopital angewendet werden und liefert folgendes Ergebnis:

lim sin(z) ~ lim cos(x) e 1

T—=T T — X P g— -1 -

b) Auch hier liefert eine direkte Anwendung der Regel das Ergebnis:

lim & sin(x) i & cos(z) + sin(z) _0
z—0e? —e ? z—0 et +e * 2

=0.

c¢) Hier gehen Zahler und Nenner gegen Unendlich, und daher ist auch hier die
Regel anwendbar. Es folgt:

lim 7111(962 lim 7;2 20 lim L
1 =1 = |1 =
z—0 (111(37))2 z—0 21n($) . % x—0 ln(x)
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Kapitel 7

Losung von Aufgabe 7.1: Die Punkte &; lauten hier
b oL
G=x;=1-—furi=1,...,n.
n

An die Stelle von Formel (7.4) des Buches tritt nun

bbb K
i=1 i=1
Wegen
Zn:iin(n—l—l)
N 2
1=1
ist ) ( ) ) )
b nn—+1 b b
Fn == —— = — -,
() n? 2 2+2n
also

b b2
/0 a:dx:nli_{]gan(f) =5

Losung von Aufgabe 7.2: Eine Stammfunktion ist

.T4

F(z) =In(|z|) +€* — T

Losung von Aufgabe 7.3: Jede Stammfunktion hat die Form F(z) = 2*4+z+C,
die Bedingung F'(0) = 3 liefert C' = 3, also
F(z) =2® +z +3.

Losung von Aufgabe 7.4: Die gesuchten Integrale lauten wie folgt:

a)

2 2
/dem: 2| =4-0=4.
0 0
b)
/ —sin(z)dx = cos(x) =—-1-—(-1)=0.

e:ln(e)—ln(l):l—O:l.

/1idx: In(z)
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Losung von Aufgabe 7.5:

a)
2+ z? 1+ (1+27%) 1
dx ——dr = dr+ | 1dx = arctan(x)+x+C.

1+ a2 1+ 22 1+ 22
b)
2 z _ 2 2
/ e 1dx:/ " ——dx= € —In(z)] =e*—e—In(2)
1 Zz 1 1
Lésung von Aufgabe 7.6:
a) Hier setzt man u(z) = z und v'(z) = cos(x), dann ist u'(z) = 1 und

v(z) = sin(z). Das ergibt

/x - cos(x)dxr = x - sin(x) — /sin(m)dm =z - sin(x) + cos(z).

b) Ich berechne zunichst das unbestimmte Integral. Zweifache partielle Inte-
gration liefert hier

/(x2fx+1)~ewdx:(x27x+1)oemf/(2w71)~e$dx

—(x2x+1)~em(/(2x1)~e$dx2/emda:>

= (2 —3x+4)-¢"

Daher ist

1
= 2e — 4.

1
/($2—$+1)~6xdx= (% — 3z +4)-€"
0 0

¢) Ein Zwischenergebnis ist

/Sin(x) - cos(x)dx = sin®(x) — /sin(x) - cos(z)dx

Lést man dies nach [ sin(z) - cos(z)dz auf, erhilt man

/sin(:c) - cos(z)dx = %sinz(z).

Losung von Aufgabe 7.7: Die Teilaufgaben a), b) und ¢) kann man mithilfe
linearer Substitution bearbelten und erhélt:

a)
(390 - 3)4 Yoo



43

b)

_1 (a:ﬁ—i—b)”"H
/(ax+b ST

_ 1 o4
/629: 1dI — 562.1r: 1.

d) Hier muss man den allgemeinen Satz anwenden; man setzt f(z) = z und
g(z) = In(x) mit ¢’(z) = 1/x und erhilt

[ 4, (In(2))*

T 2

Losung von Aufgabe 7.8:

a) Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet hier

18x A B C

C—D)@+2? -1 242 @+2?

und fihrt auf die Gleichung
182 = A(z +2)° + B(z — 1)(z 4+ 2) + C(z — 1).

Entweder durch Koeffizientenvergleich oder durch FEinsetzen geeigneter x-
Werte findet man: A =2, B = —2 und C = 12. Somit ist

18z 2 2 12
/—(:z:—1)(:1:—|—2)2dx_/7x—1dm_/7x+2dx+/7( +2)2da?

— 2In(|z — 1) — 2In(j + 2|) — i e}

b) Die Zerlegung lautet

6> —x+1 1 3 4
z-(x—1)-(x+1) = x—-1 z+1

)

das gesuchte Integral somit

622 —x +1
der = —1 1 —1|+41 1|+ C.
/:c-(:c—l)~(x+1) x n|z|+3lnjz—1]+4n|z+ 1|+

¢) Der Nenner hat die dreifache Nullstelle x1 = —2; die Zerlegung lautet

22+ 2z +3 1 2 3

34622 +1204+8  x+2 (r42)2 + (x4 2)3

das gesuchte Integral ist daher

2

2?4+ 2243 2 3 1
de =1 2 2.

/x3+6x2+12x+8 z=Injz+2[+ 2 2
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Lésung von Aufgabe 7.9: Es ist

2 +r+1 T 1

@12 211 @ e

Losung von Aufgabe 7.10: Eine Polynomdivision liefert die Zerlegung

x3—2m2+2x_x+ T
(x—1)2 2 -2z +1°

Partialbruchzerlegung des zweiten Summanden ergibt

T 1 n 1
22 -2x+1 z-1 (x—1)2’

somit ist

3 2 2

z° —2z2° + 22 T 1

———dr = — +1 —1))-—+C.
/ (z —1)2 z 2+n(|x ) 17"

Lésung von Aufgabe 7.11:

a) Eine Stammfunktion ist 2¢/x — 2, daher lautet das gesuchte Integral

lim

1 31
- dr= -
/2 v —2 v a—>2/a Vo —2

b) Hier ist —2 - 277 eine Stammfunktion. Das gesuchte uneigentliche Integral
ist somit

dx = lim2(2f 2vV2—a)=2.
a—

1 rdx—blggo —dx_bgrgo(—2-b_é+2):

¢) Stammfunktion ist hier 2,/z, da dieser Ausdruck fiir  gegen unendlich
ebenfalls gegen unendlich geht, existiert kein uneigentliches Integral.

d) Mithilfe partieller Integration ermittelt man die Stammfunktion

Damit erhilt man:

oo b
z-e “dr = lim x-e Ydx
0 b—o0 0

=lim —z-e“—e "
b— o0 0
= lim fb~e_b—e_b+1:1.

b—oo
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Lésung von Aufgabe 7.12:
a) Hier ist F'(x) = f(z), also

V1+ (F'(2)2 = 1+ (42t — 1) = 22°.

Damit ist die gesuchte Lange L gleich

2 14

3

2 2
L =/ 22dr = Za°
1 3

b) Zunéchst berechnet man

2?1

f'(@) = 2 2x2°

Also ist

W:W(f—;)z

und die gesuchte Linge ist

2 2
T 1 x
L: — 7d = — — —
/1 2 T2 TG o

Lésung von Aufgabe 7.13:

a) Das gesuchte Volumen ist

2

V:7r-/ (\/E)Qdaz:ﬂ-/ ade =1 L.
Jo 0 2

b) Man benutzt die Funktion f(z) = 7 - iiber dem Intervall [0,h]. Das
Volumen des entstehenden Rotationskorpers ist

h
ho2o, r2 g8 N
V=mn- —rxdr=mw-—5-+-—| =mw-1r""
0 3

0

w| >

h? h?
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Kapitel 8

Losung von Aufgabe 8.1: Es ist

. p

lim —— = 1,
p=oe (p+1)
also konvergiert die Reihe, und der Reihenwert ist 1.

Losung von Aufgabe 8.2: Man setzt ¢ = % und wertet die geometrische Reihe

aus. Dies ergibt zunéchst
oo i
>(3) =11-2
2 1-—

1
i=0 2

Nun muss man beachten, dass die Schokoladenhalbierung mit dem Summanden

1

5 (und nicht 1) beginnt, man muss also die Summation mit 4 = 1 beginnen,

das heifst, vom Ergebnis noch 1 abziehen. Dies liefert

oo

Z(;)i—2—1—1.

i=1

Lésung von Aufgabe 8.3:

a) Die Folge der Summanden geht nicht gegen 0, damit kann die Reihe nicht
konvergieren.

b) Das Quotientenkriterium liefert:

10%tL .4
(i +1)!-10¢

10
1+ 1

= lim
1—00

lim
71— 00

-0

Die Reihe konvergiert also.

¢) Den Summanden 27° kann man umschreiben in

Die vorgelegte Reihe ist also eine geometrische Reihe (mit ¢ = %) und somit
konvergent.

d) Es gilt cos(im) = (—1)%, somit ist diese Reihe gerade die alternierende
harmonische Reihe, und diese konvergiert.

Losung von Aufgabe 8.4:

a) Die Reihe der Betrige dieser Reihe lautet

1
Zz’(z’+1)’

i=1




und diese konvergiert, wie in Aufgabe 8.1 gezeigt wurde

;(_1) i(i+1)

absolut konvergent.
b) Nach Beispiel 8.5 des Buches konvergiert die Reihe

1
D &

47

. Somit ist die Reihe

i=1
Da aber fiir alle n > 2 gilt:
1 1
Z‘T’L S ?:727
konvergiert die Reihe
o]
1
D
i=1
nach dem Majorantenkriterium absolut.
Lésung von Aufgabe 8.5:
a) Hier ist ¢; = %, der Konvergenzradius 7 ist damit
2i+l
r = lim —| = lim 2=2.
i—oo | 2° i—00
b) Hier ist ‘
I 10° - (i + 1)! g i+1
= I P Ti T B BT R

Die Reihe konvergiert also fiir alle reellen Zahlen x.

Losung von Aufgabe 8.6: In beiden Teilaufgaben bestimmt man zunéchst den
Konvergenzradius r und untersucht danach die Randpunkte.

a) Hier ist

r = lim
71— 00

’1:4 - 49 1—00 7

(7;+1>4-4<z'+1>‘: tm D"

1.

Die Reihe konvergiert also fiir -1 <z +2< 1, dh. —3 <z < —1.

Fir x = —3 erhélt man die Reihe

SEe
L G4 45°

i=1
die nach dem Leibniz-Kriterium konvergiert, fiir x = —1

oo

1
Z it 4i’

i=1

erhilt man
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die nach dem Majorantenkriterium konvergiert; als Vergleichsreihe kann bei-
spielsweise die Reihe

— 1

D i

i=1

dienen, die nach Aufgabe 8.4 b) konvergiert.
Der Konvergenzbereich der Reihe ist also das Intervall [—3, —1].
b) Der Konvergenzradius ist hier

;. gitl

= lim i:&

" v i—oo i+ 1

Die Reihe konvergiert also fiir —3 < z < 3. Fiir £ = —3 erhélt man die Reihe
Dz (Y =D (D'
i=1 i=1
firx=3
i )
DEIEI 3
i=1 i=1
Beide konvergieren nicht, da die Summanden nicht gegen 0 gehen. Der Kon-
vergenzbereich der Reihe ist also das offene Intervall (-3, 3).
Losung von Aufgabe 8.7: In der Notation von Satz 8.11 ist hier
1 1
= d b= ——
T N ]
Es folgt also nach demselben Satz

i

di—ZW ,.Z 1(2_3)':1';( )

7=0
7 .
(5)-
o \J

Jj=

Wegen

folgt

Somit lautet die gesuchte Produktreihe

oo N\ 2 o
7 27, i
(55) S5

i=0 =0

Der Konvergenzradius dieser Reihe ist

2i-(i+1)!' i+1

- = lim
2it+1 . 4l i—oo 2

) = 00,
1—> 00
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die Reihe konvergiert also fiir alle € R. Das kann man natiirlich auch direkt
aus Satz 8.11 des Buches schliefen.

Losung von Aufgabe 8.8: Die Ableitung darf man summandenweise vornehmen,
es ergibt sich

> et (14)
Da die geometrische Reihe die Funktion 1/(1 — x) darstellt, stellt die Reihe in

deren Ableitung dar, also

1
-2

Lésung von Aufgabe 8.9:

a) Fiir die Funktion f(z) = e® gilt fiir alle i € N: f((z) = ¢®. Damit sind
aber auch alle Ableitungen an der Stelle 2 = 1 gleich, es gilt: f(™ (1) = e. Die
gesuchte Taylor-Reihe lautet also:

To(z) = Z o (z-1).

~

b) Man berechnet mithilfe der Produktregel:

fl(x)==x- é +1In(z) = 14+ 1In(z), f’(z) = %7
f///(x) — _%’ f////(x) — 33.

x

Hieraus folgt fiir die Werte am Entwicklungspunkt g = 1:
f=o0, =1 f"M=1 f"Q)=-1, f(1) =2

Somit ist das gesuchte Taylor-Polynom

Tra@) = (@ -1+ 5@ -1 = -1+ @ - 1)"

Losung von Aufgabe 8.10: Die bendétigte fiinfte Ableitung der Funktion lautet
) () = =0
[(z) = e

Der gesuchte Fehler R4(2) wird gegeben durch die Formel

_fP© 5 —6 -1
Ra(2) = '(2_1)_54-120_20~g4'
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Dieser Wert wird betragsmifig am groften, wenn der Nenner am kleinsten
ist, und da & zwischen 1 (Entwicklungspunkt) und 2 (z-Wert) liegt, ist das fiir
& =1 der Fall. Somit lautet die gesuchte Abschitzung:

1
Rs(2)| < —.
Ra(2)] < 5

Lésung von Aufgabe 8.11:

a) Die kleinste Periode der Cosinusfunktion ist 27, durch den Vorfaktor 2
verkiirzt sich diese zu 7, denn es gilt fiir alle x:

flx 4+ ) =cos(2(x + 7)) = cos(2z + 27) = cos(2z) = f(x).

b) Mit den gleichen Uberlegungen wie in Teil a) findet man heraus, dass die
Funktion cos(3) die Periode 47 und die Funktion sin(§) die Periode 67 hat.
Die Gesamtfunktion, also die Summe dieser beiden Funktionen, wiederholt sich
daher zum ersten Mal nach 127, dies ist also die gesuchte kleinste Periode von

g(x).
c¢) Fiir alle z € R hat die Sinusfunktion die Eigenschaft sin(z + 7) = — sin(x).
Durch das Quadrieren fillt das Minuszeichen weg, und somit gilt:

h(z 4+ 7) = sin®(x + 7) = sin®(z) = h(z).
Die gesuchte kleinste Periode ist also .
Losung von Aufgabe 8.12: Die in Beispiel 8.12 ¢) des Buches definierte Sége-

zahnfunktion s(x) hat die Periode 1. Mithilfe der unmittelbar vor der Aufgabe
stehenden Bemerkung hat daher die Funktion

die gewiinschte Periode 27.

Lésung von Aufgabe 8.13:

a) Zunichst findet man

1 27
ao:—-/ xdr =
™ Jo

Fiir n > 1 findet man die a, mithilfe partieller Integration:

2m
2

T = 2.

3=
N[ —

0

an =

27
/ x - cos(nz)dz

0
27 1 2m

- = / sin(nw)dx)
0 n Jo

2m
=0
0

: (z - sin(nx)

Nl= A= 3=

1
. (O + ol cos(nx)
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Analog berechnet man die Koeffizienten b,, fiir n > 1:
27
bn = — - / x - sin(nx)dz
0

27 1 27
+ / cos(nac)dx)
0 0

n

2 _ 2
0 n
Die Fourier-Reihe lautet somit:

Flo) =7 —2 Z Sin:m)-

: (‘n”” - cos(nx)

Nl= 3= 3=

—2m + = sin(nx)
n n?2

b) Wegen der Betragsbildung ist die Funktion gerade, daher gilt b, = 0 fur
alle n € N. Die Berechnung der a,, erfolgt nach der Formel; es ist also

an = — -/0 i |sin(z/2)] - cos(nx)dz.

™

Wenn sich x im Integrationsbereich zwischen 0 und 27 bewegt, dann bewegt
sich /2 im Bereich zwischen 0 und 7. Dort ist aber Sinus niemals negativ,
und das bedeutet, dass man die Betragsstriche um den Sinus einfach weglassen
kann; es ist also
27
an = — - / sin(z/2) - cos(nx)dx.
0

™

Benutzt man nun den in der Aufgabe gegebenen Hinweis, so findet man, dass

1

an = — -
21

o 1 : 1
/0 sin((n + i)x) + sin((—n + §)m)dx

ist. Integration und Zusammenfassen liefern:

27
1 -1 1 1 1
an = o <n+ I -cos((n + i)x) p— I ~cos((—n + 2)96)) )
e R
B 4n2 —1°
Die gesuchte Fourier-Reihe lautet somit
2 4 4
=Z2_=. - . 20) — .-
f(x) — g COST— o cos(2x)

Losung von Aufgabe 8.14: Hier ist fiir alle n:

bn:gundan:().
n
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Somit ist co = 0 und
cn=— und c_, = Y fiirn = 1,2,3,...
n

Um die Reihe iibersichtlicher schreiben zu kénnen, spalte ich sie nun in den
positiven und negativen Indexbereich auf und erhalte:

-1 . o] i
IR D= S
n=-—oo n=1

Die erste Reihe kann man umschreiben zu:

-1 i e} i
- nT —inx
L etnm — Z.
> > e
n=-—oo n=1
und damit lautet das Ergebnis:

D ol CREa B SER )

n=1
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Kapitel 9

Losung von Aufgabe 9.1: Sind a und b zwei beliebige verschiedene Punkte aus
1, so gilt nach dem Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

v(b) —v(a)

)=o) — e

mit einem Punkt &, der zwischen a und b liegt. Somit liegt £ in I, und daher
ist nach Voraussetzung v’(£) = 0. Also ist v(b) = v(a), v hat also in a und b
denselben Funktionswert, und da diese Punkte beliebig waren, heifit das: v hat
auf dem ganzen Intervall I denselben Funktionswert, ist also dort konstant.

Lésung von Aufgabe 9.2:
a) Es ist

[

_ .. na/2y/mye _ (1
y(z) =c-e c (2)

b) Aus a) folgt unmittelbar

(n+1)T

y(n+1)T) =c- (;) I (;)M =5 (;)n = 5 -y(n).

Lésung von Aufgabe 9.3:
a) Das ist keine Differenzialgleichung, da keine Ableitung von y auftritt.
b) Dies ist eine explizite Differenzialgleichung erster Ordnung.

c¢) Dies ist eine explizite Differenzialgleichung zweiter Ordnung, man kann sie
in der Form

schreiben.

Lésung von Aufgabe 9.4:

a) Jede Losung der Differenzialgleichung hat geméf Beispiel 9.4 des Buches
die Form
y(z) = asin(x) + bcos(x)

mit reellen Konstanten a und b. Einsetzen der Anfangsbedingung y(7) = —1
liefert beos(w) = —b= —1, also b= 1.

Die Ableitung der allgemeinen Lésung lautet

y'(z) = acos(x) — bsin(x),

setzt man hier die zweite Anfangsbedingung 3'(7) = —1 ein, erhilt man
acos(m) = —a = —1, also a = 1. Die Lésung des Anfangswertproblems ist
also

y(z) = sin(z) + cos(x).
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b) Die Losung der Differenzialgleichung ist hier y(z) = ae®®. Einsetzen des
Anfangswertes ergibt ae’? = e, also a = e~ !. Daher lautet die Losung des
Anfangswertproblems

Lésung von Aufgabe 9.5:

a) Dies ist eine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen, denn sie kann
in der Form
/
y = 9g(x) - h(y)
mit
1

g(x) = cos(z) und h(y) = %

geschrieben werden. Anwendung des im Text geschilderten Verfahrens liefert

/Zydy = /cos(:z:)dac7

y® = y*(z) = sin(z) + C.

also

Die Loésung ist daher
y(z) = £/sin(z) + C.

b) Dies ist keine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen.

¢) Umschreiben in y' = z(y? 4 1) zeigt, dass die Methode hier anwendbar ist.
Trennung der Variablen liefert

dy
/y2+1:/xd$’

2

arctan(y) = % +C.

Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung lautet somit

also

22
y(z) = tan <2 + C’) ,
Einsetzen der Anfangsbedingung liefert C' = 7 /4, die Lésung des Anfangswert-

problems ist also
(z) = tan x—g +I
v = 2 " 4)

Lésung von Aufgabe 9.6:

a) Die Losung der homogenen Gleichung lautet

yn(z) =C - e~ M@ = %
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Der Ansatz

mit der Ableitung
zC'(z) — C(x)

y'(x) = 5

x
fihrt nach Einsetzen in die Differenzialgleichung auf die Beziehung

xC'(x) — C(x) _ _Cl) + sin(x),

also

C'(z) = zsin(z).
Mithilfe partieller Integration ermittelt man hieraus
C(x) = sin(z) — z cos(z) + K,
die Losung der angegebenen Differenzialgleichung ist damit

sin(z) — x cos(z) + K
. .

y(x) =

b) Die Losung der homogenen Gleichung lautet
yp(x) =C-e " .

Der Ansatz .
y(z) =C(x)-e™”
liefert die allgemeine Losung der Differenzialgleichung:
4

y(z) = <‘Z + K) e

Einsetzen des Anfangswerts ergibt y(0) = K = 1, damit lautet die gesuchte
Losung des Anfangswertproblems:

y(z) = (”“: + 1> e

Losung von Aufgabe 9.7: Hier ist
u=u(z) =4z + y(z) + 1,

also a = 4 und b = 1, sowie g(u) = u?. Gleichung (9.36) des Buches nimmt

hier die Form
du

wra o te

an. Integration der linken Seite mithilfe der Substitutionsregel liefert

%arctan (%) =x+C,
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also ist
u=u(z) = 2tan(2(z + C)).

Ersetzt man hier nun wieder u(x) durch 4x + y(z) + 1, erhilt man
y(z) =2tan(2(x + C)) — 4z — 1 =2tan(2x + K) — 4z — 1
mit 2C = K.

Losung von Aufgabe 9.8:
g g

a) Die beiden Funktionen sind offenbar linear unabhéngig und l6sen die homo-
gene Differenzialgleichung, wie man durch Einsetzen verifiziert. Daher bilden
sie ein Fundamentalsystem.
b) Zweimaliges Ableiten und Einsetzen der Ansatzfunktion y(z) = a-e™*
liefern

a-e " —=5(—a-e")+6a-e " =12a-¢ " =¢e ",

also a = 1/12.

¢) Durch Kombination der Ergebnisse in a) und b) erhdlt man die allgemeine
Lésung

Ya(z) = c1€®” 4 coe™ + L. e "
12
Lésung von Aufgabe 9.9:

a) Das charakteristische Polynom lautet p(\) = A>+A%?+A+1 und hat die reelle
Nullstelle A\; = —1. Daher ist y(z) = e~ * eine Losung der Differenzialgleichung.

b) Da in der Differenzialgleichung der Term y nicht vorkommt, ist y(z) = 1
eine Losung.

Lésung von Aufgabe 9.10:

a) Das charakteristische Polynom lautet p(\) = A\®> 4+ A% — X —1, es hat offenbar
die Nullstelle Ay = 1. Spaltet man diese ab, erhélt man die Zerlegung

M- A—1=A-1)\+1)7

es existiert also noch die doppelte Nullstelle Ao = —1. Somit lautet das gesuchte
Fundamentalsystem:

{e", e " xze "}

b) Das charakteristische Polynom p(\) = A\* hat die vierfache Nullstelle A\; = 0,
das Fundamentalsystem ist (wegen e’” = 1) also

{1,3:,:02,903}.

¢) Geméf dem Hinweis in der Aufgabenstellung kann man aus dem charakte-
ristischen Polynom den Faktor (A — 2) ausdividieren; dies liefert

Mo+ A +2=(A—2)(A* —3A%7 +3XA—1).
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Das Restpolynom \*> — 3A% 4+ 3\ — 1 hat offensichtlich die Nullstelle Ay = 1,
und diese ist sogar dreifache Nullstelle, wie man zum Beispiel durch sukzessives
Abspalten des Faktors (A — 1) herausfindet. Damit lautet das Fundamental-

system:

2x  x r 2 x
{e",e", ze” x%€

Losung von Aufgabe 9.11:
a) Das charakteristische Polynom
p(A\) =2 —4\+4

hat die doppelte Nullstelle A1 = 2, damit lautet die allgemeine Losung

y(x) = c1e®® + cowe®™

Thre Ableitung ist
Y (z) = 2c1€®” + ca(e*™ + 2ze7).
Einsetzen der ersten Anfangsbedingung ergibt

y(O) =C1 = 1,

also ist
Y (z) = 26* 4 ca(e®® + 2ze>").

Setzt man hier die zweite Anfangsbedingung ein, erhélt man
y'(0) =2+ c2 =2,
also c2 = 0. Somit lautet die spezielle Losung des Anfangswertproblems:
y(z) =e
b) Die allgemeine Losung lautet hier

2x

y(z) =c1 + coe2” + cze” 37,
die Anfangsbedingungen ergeben dann die spezielle Lésung
ylxz) = -1+ ez”,
Lésung von Aufgabe 9.12:

a) Das charakteristische Polynom lautet p(A\) = A\* 4+ 4\ + 5. In der Bezeich-
nungsweise von Satz 9.9 ist « = —2 und B = 1, damit lautet die allgemeine
Lésung

y(x) = cre” " cos(x) + cae” *" sin(z).

b) Hier ist &« = 4 und 8 = 5, die allgemeine Losung lautet also

y(x) = c1e™ cos(5x) + c2e™ sin(5z).
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Sie hat die Ableitung
Y (z) = c1(4e™™ cos(5x) — €*"5sin(5z)) + ca(4e*” sin(5z) + e*75 cos(5x)).
Einsetzen der ersten Anfangsbedingung in die Funktion ergibt

y(0) =c1 =1,

Y (z) = (4e™ cos(5z) — e 5sin(5x)) + ca(4e™” sin(5z) + e**5 cos(5x)).
Setzt man hier nun wiederum die zweite Anfangsbedingung ein, ergibt sich
y'(0)=4+c2-5=—1,
also ¢ = —1. Die Losung des Anfangswertproblems ist somit

y(z) = e** cos(5z) — e** sin(5z).

Lésung von Aufgabe 9.13:

a) Ich verwende die Notation von Satz 9.10 des Buches. Hier ist a = 0, und
dies ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Somit ist die Ansatz-
funktion fiir die partikulére Lésung ein Polynom zweiten Grades, also

yp(x) = bax® + byz + bo.

Setzt man dieses Polynom und seine Ableitungen, also yj,(z) = 2b2a + b1 und
yp (z) = 2b2, in die Differenzialgleichung ein, erhilt man:

by + 4(2bgx + b)) + 29(boa® + biz + bo) = —29z2 + 21z + 60,
also
20baz® + (8ba + 29b1 )& + (2ba + 4by + 29b) = —29z° + 212 + 60.
Ein Koeffizientenvergleich liefert:
b =—1, by =1, by = 2.
Die gesuchte allgemeine Losung lautet also
y(z) = cre”** cos(5z) + coe” > sin(5x) — z° 4+ x + 2.

b) Der Wert a = 4 ist hier einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms,
daher lautet der richtige Ansatz: y,(z) = bze?®. Die Ableitung hiervon ist

yo(x) = be™™ + 4bze™™,
die zweite Ableitung lautet

yy () = 8be™™ + 16bxe™™.



59

Einsetzen in die Differenzialgleichung liefert:
8be™” + 16bze™™ — 4(be™” + 4bxe™™) = 37,

also
4be?® = 3¢

und damit b = %. Die allgemeine Losung ist somit

y(x) = c1 + cae™ + %aj et
c) Hier ist a = —3 doppelte Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Die

richtige Ansatzfunktion fiir die partikuldre Losung ist daher

yp(z) = ba® - 737,
Dieselbe Vorgehensweise wie in den Teilen a) und b) liefert die allgemeine
Losung

2 —3x
xr -e .

ROV

cre 3% 4 cox e 4

Losung von Aufgabe 9.14: Die gesuchte Transformation ist

Y(s) = / t-e *tdt.
0

Mittels partieller Integration kann man dies umformen zu

(e ] 1 [e'e)
+ = / e Stdt
0 s Jo

1 1 P ot 1 1
S S 0 S S

Die Laplace-Transformierte von y(t) = t ist also

F(s) = —é ce st

Y(s) = S%

Losung von Aufgabe 9.15: Nach Definition ist
L= [ v a
Jo

Partielle Integration ergibt

/ Y (1) et = y(t) - e
(0]

. /0 y(t) - (—s) - e dt.

Einsetzen der Grenzen liefert das Endergebnis

—y(0) +s- /OOO y(t) - e dt = —y(0) + s - Y(s).



60

Lésung von Aufgabe 9.16:
a) Hier muss man Y wie folgt umschreiben:

1 2
Y(s)= — ——. .
O =212 914

Damit ist geméf Tabelle 9.1 des Buches

—_

y(t) = % - sin(2t).

b) Der Ansatz
s+ 3 A B

Gr)s+2) s+l 542
fiihrt auf die Losungen A = 2 und B = —1, also ist

2 _ 1
s+1 s+2°

Somit ist die gesuchte Zeitfunktion hier, ebenfalls mithilfe von Tabelle 9.1,

Y(s) =

y(t)=2-e " = e 2t

Losung von Aufgabe 9.17: Die Transformation der rechten Seite liefert
L{3t-e '} =3 1
I CES

die der linken
s-Y(s)—244-Y(s)=Y(s)-(s+4) —2.
Gleichsetzen ergibt

1

Y(s)-(s+4)—2=3-m,

also
2(s+1)2 +3
(s+4)(s+1)2

Eine Partialbruchzerlegung mit dem Ansatz

Y(s) =

2s+1)*+3 A ,_B _C
(s+4)(s+1)2  s+1 (s+1)2 s+4
liefert,
2s+1)*+3 1 1 Lot 701

(s+4)(s+1)2 3 s+1  (s+1)2 " 3 s+4

Die Zeitfunktion hiervon, also die gesuchte Losung der Differenzialgleichung,

ist somit 1 7
y(t) = —3 et teT 4 3 ce
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Kapitel 10

Lésung von Aufgabe 10.1:
a) Es ist

d(P1,P2) = /(=102 + (-1 -1)2+(0-2)2 =vV9=3,
d(P,Ps) =/ (1—02+ (0—1)2+ (—1—2)2 = V11,
d(Pa, P3) = /(1 — (—1))2 + (0— (—1))2 + (-1 — 0) = V6.

b) Es handelt sich um die Kugel im R® mit Mittelpunkt (1,0,1) und Radius 1.
Wegen
d((0,0,0),(1,0,1)) =v2>1

liegt der Nullpunkt nicht in M.

Losung von Aufgabe 10.2: Wegen

gilt
9 16 5

dlxm:X) =\ 5+ 0z = o

Der Rest des Beweises verlduft analog Beispiel 10.3 des Buches.

Lésung von Aufgabe 10.3:

a) Auf der y-Achse gilt x = 0, also haben alle Punkte auf dieser Achse den
Funktionswert 0, und damit ist auch der Grenzwert der Funktionswerte auf
dieser Achse gleich 0. Auf der Winkelhalbierenden gilt « = y, hier gilt also

2
Haw) = f.y) = 72—
Mithilfe der I'hopitalschen Regel folgt
y2 . 2y 1

lim — = lim > = lim — = 1.
y—=0e¥y —1 y—02yeY y—0 e¥Y

Die Funktion hat also keinen Grenzwert in (0,0).

b) In Beispiel 10.5 ¢) wurde bereits gezeigt, dass der Funktionsteil in 2 +y? <1
stetig ist, ebenso ist natiirlich die Konstante 0 aufserhalb dieses Bereichs stetig.
Noch zu zeigen ist, dass auch der Ubergang zwischen beiden Bereichen stetig
ist. Sei dazu (z,%y) ein Punkt auf der Grenzlinie 22 4 y* = 1. Nihert sich eine
Punktfolge von aufien diesem Punkt, so ist die Folge ihrer Funktionswerte und
damit auch deren Grenzwert 0. Nahert sich eine Punktfolge von innen diesem
Punkt, so konvergiert die Folge ihrer Funktionswerte gegen

11— +y)=1-1=0.
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Somit ist die Funktion stetig.

Losung von Aufgabe 10.4: Die partiellen Ableitungen lauten:
a)
folw,y) = (1 =)y -e” ),
fy(ay) = (1= y)a- ™),

b)
gz (x,y,2) = 3zcos(3xz) - <x2 +y+ i) + 2z sin(3zz),
gy(z,y,z) = sin(3zz),
g=(x,y, 2) = 3z cos(3zz) - <x2 +y+ i) - z% sin(3xz).
©)

hm(x7yvz) =Yy wy_l &2

hy(z,y,2) =In(z) - 2¥ - 2,

ha(z,y,z) = xY.

Losung von Aufgabe 10.5: Die partiellen Ableitungen lauten
foly) = (@+2)- " und fy(z,y) = (20 +2) - "

Damit ist
t(z,y) = 2e+ 3e(x — 1) + 4dey.

Lésung von Aufgabe 10.6:
a) Es ist
folm,y) =22 +2y und fy(z,y) = 3y° + 2a.

Damit ergeben sich die folgenden Ableitungen zweiter Ordnung:

Jrz(,y) =2, fyy(x,y) =6y und fou(z,y) = fyz(z,y) = 2.
b) Es ist

-y —z—y

ge(z,y) = (1 —2)ye” ™Y und gy(z,y) = (1 —y)ze

Damit berechnet man:

Gez(2,y) = (x — 2)ye” "7, gyy(z,y) = (y —2)ze” 7Y

und
—a—y

Gyz(T,Y) = gay(z,y) = (1 —2)(1 —y)e
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Lésung von Aufgabe 10.7: Es ist

hazy(2,y) = haya(2,y) = hyzz(z,y) = 8y(1 + 4m2)62w .

Lésung von Aufgabe 10.8:

a) Die partiellen Ableitungen wurden bereits in Ubungsaufgabe 10.6 b) berech-
net. Durch Nullsetzen der beiden ersten Ableitungen findet man die beiden
Kandidaten

a; = (0,0) und az = (1,1).

Wegen Dy(0,0) = —1 < 0 liegt hier kein Extremum vor. Weiterhin gilt
fee(1,]) = =2 <0 und Dg(1,1) =e " >0,
daher nimmt die Funktion in (1,1) ein lokales Maximum an.
b) Die ersten partiellen Ableitungen lauten
go(z,y) =32° =3 und g, (x,y) = 3y° — 12.

Diese sind gleichzeitig 0, wenn = =£1 und y = =£2 ist, es gibt also vier
Kandidaten:

a; = (1,2)7 ag = (71,2), asz = (1,72), as = (71772).

Die Hesse-Matrix lautet

Hg(il?,y) = )
0 6y

somit ist Dg(z,y) = 36zy. Fiir az = (—1,2) und ag = (1, —2) ist dieser Wert
negativ, hier liegt also kein Extremum vor. In a; = (1,2) hat die Funktion eine
lokale Minimalstelle, in ag = (—1, —2) eine lokale Maximalstelle.

¢) Die ersten partiellen Ableitungen sind hier

ho(z,y) =2ze¥ und hy(z,y) = 2y —y® —2)e Y.

Die Bedingung he(x,y) = 0 impliziert sofort = 0. Somit muss gelten:

hy(0,y) = 2y —y*)e ¥ =0.

Dies ist erfiillt, wenn y = 0 oder y = 2 ist. Es ergeben sich die beiden Kandi-
daten
a; = (0,0) und az = (0,2).

Die Hesse-Matrix lautet

2eY —2xe Y

Hh(xay) =
—2ze™Y (2 —4dy+a®+yPeV
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Wegen

2¢72 0

H},(0,0) 20 d Hp(0,2)
h 9 = un h b ==
0 2 —2¢72

ist (0,0) eine lokale Minimalstelle, in (0,2) liegt kein Extremum vor.

d) Die ersten partiellen Ableitungen sind
ky(z,y) =2z —y+9 und ky(z,y) = —x+ 2y —6.

Gleichzeitiges Nullsetzen dieser beiden Terme liefert die eindeutige Losung
(z,y) = (—4,1). Die Hesse-Matrix ist hier konstant:

2 -1

Hk(may): 1 9

Sie ist positiv definit, daher liegt in (—4,1) ein lokales Minimum vor.

Losung von Aufgabe 10.9: Einsetzen der Nebendingung z? = z + 1 in die
Zielfunktion liefert
fly,2) =y* +2°

Diese hat ihr einziges Minimum an der Stelle (y, z) = (0,0). Aus z* = 1 folgt
x = %1, also hat die Ausgangsfunktion die beiden Minimalstellen

(1,0,0) und (—1,0,0).

Losung von Aufgabe 10.10: Da der Punkt P auf dem Kreis um 0 mit Radius 1
liegt, sind seine Koordinaten P = (z,v/1 — z2). Die Flidche des Rechtecks ist

somit
mit 0 < z < 1. Dies ist eine univariate Funktion, ihre Ableitung lautet
, z?
Fl(z)=V1—22— =
Die Nullstellen hiervon findet man durch L&sen der Gleichung
22
Vieat- o=,

also

oder
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Die negative Losung hiervon, —1/+v/2, liegt nicht im betrachteten Bereich
0 < 2 < 1, also ist die einzige infrage kommende Lésung zo = 1/v/2. Der
Funktionswert an dieser Stelle ist positiv, und da F'(0) = F(1) = 0 ist, muss
es sich um eine Maximalstelle handeln; selbstverstdndlich kénnen Sie auch die
zweite Ableitung berechnen und feststellen, dass diese an der Stelle zo negativ
ist.

Die optimalen Koordinaten sind also

- ()

das optimale Rechteck ist somit ein Quadrat.
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Kapitel 11

Losung von Aufgabe 11.1: Bei jedem Zug gibt es 32, insgesamt also
32° = 32768

Méglichkeiten, die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit

— = 2.
32 768 0,0000305

Losung von Aufgabe 11.2: Das ist ein Fall fiir die Auswahl mit Zuriicklegen
ohne Beachtung der Reihenfolge. Wegen n = 7 und [ = 5 gibt es (151) = 462
Moglichkeiten, von denen nur eine einzige das gewiinschte Wort ergibt. Die

gesuchte Wahrscheinlichkeit ist somit

— =~ 0,00216.
462 ’

Losung von Aufgabe 11.3: Hier haben wir es mit der Auswahl ohne Zuriick-
legen, aber mit Beachtung der Reihenfolge zu tun. Die gesuchte Wahrschein-
lichkeit ist demnach

(7—5)! 1 1

= = ~ 0,0003968.
7! 3:4-5-6-7 2520 ’

Losung von Aufgabe 11.4: Hier miissen die drei genannten Mannschaftsteile
separat analysiert werden, die sich ergebenden Wahrscheinlichkeiten werden
anschliefend multipliziert.

Der Trainer hat
7 6 2 76! 2!
(5) ' (5) ' (1) ST RS RS TR e

Lésung von Aufgabe 11.5:
a) Es gibt 31 = 177 147 verschiedene Tipps.
b) Bei ,5 aus 25% ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Haupttreffer gleich

25\ 1
5 ~ 53130’

bei ,4 aus 20“ ist sie dagegen

20\ " 1
4 T 4845’

Maoglichkeiten.

also wesentlich hoher.



67

¢) Insgesamt haben die Fahrgiste

Moglichkeiten.
d) Der Veranstalter hat

12 8 12! - 8!
(4) ' <4) = arsroarar o o400
Moglichkeiten.

Lésung von Aufgabe 11.6:
a) Wurf einer geraden Zahl.
b) Wurf einer 3.

¢) Dieses Ereignis ist unmoglich.

Losung von Aufgabe 11.7: Zur Auswahl stehen hier nur die Ergebnisse 1, 3, 4,
und 5. Die einzige gerade Zahl ist hier also die 4, und diese ist weder durch 3
teilbar noch gleich 5. Die einzige durch 3 teilbare Zahl ist die 3 selbst, und die
ist weder gerade noch gleich 5. Somit sind die drei Ereignisse unvereinbar.
Die Einzelwahrscheinlichkeiten sind p(A) = 1/6, p(B) = 1/3, p(C) = 1/6.
Somit ist

p(A) +p(B) =1/2,
p(B) +p(C) =1/2,
p(A) +p(C) =1/3.

Andererseits ist AU B = {3,3,4}, also p(A U B) = 1/2. Ebenso ergibt sich
p(BUC)=1/2und p(AUC) =1/3.

Losung von Aufgabe 11.8: Es sei E =,Schiiler lernt Englisch® und L =,Schiiler
lernt Latein“. Da 35 von 50 Schiilern Englisch, 25 von 50 Latein lernen, ergibt
sich

p(E) = % =0,7 und p(L) = % =0,5.
Da jeder Schiiler mindestens eine Sprache erlernt, ist p(E U L) = 1. Es folgt:
a) 1=p(E)+p(L) —p(ENL),also p(ENL)=0,2,
b) p(,nur Englisch®) = p(E) —p(EN L) =0,5,

¢) p(,nur eine Sprache*) = p(,;nur Englisch®) + p(,nur Latein®) = 0,8.

Losung von Aufgabe 11.9: Es sei S das Ereignis ,hat die S-Bahn benutzt* und
B das Ereignis ,war vor 9 Uhr im Biiro“. Dann gilt

6 7
p(8) = 15 und p(B) = 15
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Weiterhin ist 8
p(BIS) = =
Nach dem Multiplikationssatz ist p(S|B) - p(B) = p(B|S) - p(S), also
p(BI|S) -p(S) _ 24
By = P\BI) - Po) _ 22 .
p(S|B) o(B) o5 ~ 0,686

Losung von Aufgabe 11.10:

a) Fiir jedes i gilt: In genau zwei von vier Féllen ist an der i-ten Stelle eine 0.
Daher ist Es ist p(A4;) = % fiir alle i. Auferdem tritt in jeweils einem von vier
Fillen das Ereignis ein, dass an der i-ten und an der j-ten Stelle eine 0 steht,
also gilt p(4; N A;) = 1 fiir alle ¢ und j. Daher ist

1 1 1
p(AiNAy) =7 =55 =p(A) p(4y)
fiir alle ¢ und j.
b) Nein. Beispielsweise ist dann
1,2 2
p(A2NAs) = 5 # 5 5 =p(A2) - p(4s).

Lésung von Aufgabe 11.11: Es ist

pla <x <b) = Fx(b) — lim Fx(z)

rx<a
und
pla <z <b) = lim Fx(z) — lim Fx(z).

x<b z<a

Losung von Aufgabe 11.12: Die drei Einzelwahrscheinlichkeiten sind
p(X=1)=0,2, p(X =2)=0,2-0,8=0,16

(denn wenn er mit dem zweiten Schuss trifft, bedeutet das, dass er mit dem
ersten nicht getroffen hat), und

p(X=3)=1—(p(X =1)+p(X =2)) =0,64.
Die Verteilungsfunktion lautet also
0, falls z < 1,
0,2, falls 1 <z < 2,

0,36, falls 2 <x < 3,
1, falls 3 < .

Fx(x) =
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Losung von Aufgabe 11.13: Hier ist zp = E(X) fiir k = 1,2,...,6. Daher ist

V(X) = o(X) = 0.

Losung von Aufgabe 11.14: Es ist

E(X):%(l+4+13):6

und

1
V(X) = 5(1+16+169) — 36 = 26.

Losung von Aufgabe 11.15: Hier ist n = 20 und p = 0,95. Damit folgt:
a) p(X = 20) = 0,95%° ~ 0,358,

20
b) p(X = 16) = i 0,95 . 0,05* ~ 0,013,

c) p(X <18) =1— (p(X =18) + p(X =19) + p(X = 20)) =~ 0,075.
Losung von Aufgabe 11.16: Hier ist

_15_
==

Damit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

A 1,5.

p(X>2)=1-(p(X =0)+p(X=1))
(1,50 15, LY i
=1- e v e

0! BT

) ~ 0,4422.

Losung von Aufgabe 11.17: Hier ist A = 2. Es folgt

a)
p(X =0) =e ?~0,1353,
b)
22
p(X =2) = 56_2 ~ 0,2707,
c)

p(X >5)=1-p(z <5)
=1-(pX=0)+p(X=1)+p(X =2)
+p(X =3)+p(X =4)+p(X =5)
~ 0,0166.
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Losung von Aufgabe 11.18: Zunéchst ist

1 2
E(X):/ xzdw+/ (2—z)xdr
0 1
_£31+m2_£32
3 o 31
1 8 1
= 44-1-S 4 =1
3 3+3

Zur Bestimmung von

1 2
YNX%:A(wa%ﬂm+A(fo%2fﬂmh

berechne ich zunéchst das erste Teilintegral und erhalte:

1 1
/ (z — 1)’zde = / 2 — 22 + xdx
0 0

1

1,42 2353 15
—430 3m —|—2:CO
121 1
T4 3 2712

Fiir das zweite Teilintegral findet man

2 2
/ (93—1)2(2—33)d:£:/ —2° +42% — x4 2dx
1 1

1 4 435 5 5
1 —|—3ac 2:17 —|—2:171
32 4 5
_2z2 7T _ 1
T3 120 12
Also ist L 1 L
X)=—+—=-=0,1667.
V(X) 12+12 6 0,1667

Lésung von Aufgabe 11.19:

a) Mit der im Beispiel definierten standardnormalverteilten Zufallsgroke Y
folgt:

p(X >503)=p(Y >15)=1-—p(Y <1,5) =1—P(1,5) = 0,0668.
Es sind also etwa 6,68 % Ausschuss zu erwarten.
b)
p(]X — 5] > 0,03) = p(X < 4,97) + p(X > 5,03) =
=p(Y < -15)+p(Y > 1,5)
=2-(1—-%(1,5)) ~ 0,1336.
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Es sind also etwa 13,36 % Ausschuss zu erwarten.
Losung von Aufgabe 11.20: Es ist

125 — 120

p(X>125)=1—p(X<125)=1—q>< :

> =1—®(1) =0,1587.

Losung von Aufgabe 11.21: Es ergeben sich folgende Werte: Q1,0 = 1950,
Q174 = 1560, Q3,4 = 2300, T = 2002,86, d7 = 404,29, v7 = 292 023,81.
Lésung von Aufgabe 11.22:
a) Es ist
Ho:p> 1 und H;:p< !
0:p2 ¢ 1:p<g
b) Mit den Daten aus Beispiel 11.39 folgt:
uw—164-0 = 1000 — 1,64 - 28,87 = 952,65.

Der Wiirfel ist also vermutlich nicht gezinkt, da 966 > 952,65 ist.
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Kapitel 12

Losung von Aufgabe 12.1: Mit xg = 1 ist 1 = 0,54030, also
|xo — 1| = 0,45970.
Weiterhin ist nach Beispiel 12.3 des Buches
o= —sin(1)| = 0,84147.

a) Es ist festzustellen, fiir welches ¢ erstmals die Ungleichung

i

e — o] <107
also .
o< % 1072 = 0,00345,
T1 — X0

erfiillt ist. Entweder durch Logarithmieren oder Ausprobieren findet man her-
aus, dass dies fiir ¢ = 33 gilt.

b) Es ist x20 = 0,73918. Mit xz19 = 0,73894 folgt:

. |z20 — 19| = 0,00127.

1-0

Der Wert x99 ist also hochstens mit einem Fehler von etwa einem Tausendstel
behaftet.

Lésung von Aufgabe 12.2:
a) Das Verfahren lautet

m
Ty — a4 ...

Ti+1 = Ti — ! m—1 fiir 4 2071,2,...
mx;

b) Hier ist m = 3 und a = 7, das Verfahren lautet also

2 -

2
3T

Ti+1 = T4 — 7 fir i:O,1,2,...

Wegen 2% = 8 ist zo = 2 eine gute Wahl. Man erhilt dann folgende Werte:
z1 = 1,91666667, x2 = 1,91293846, z3 = 1,91293118.

c¢) Fiir m = 1 lautet das Verfahren: z;41 = z; — (z; — a) = a, es liefert also im
ersten Schritt das exakte Ergebnis.

Losung von Aufgabe 12.3: Mit dem Newton-Verfahren berechnet man die Null-
stelle der Funktion f(x) = cos(x) — x. Die Iteration lautet dann:

cos(x;) — x;

Titl = Ti+ sin(z;) +1°
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Beginnend mit x¢g = 1 erhilt man:

z1 = 0,7504, 22 = 0,7391, 23 = 0,7391.

Lésung von Aufgabe 12.4:

a) Wegen f’(z) = 622 +1 > 0 ist die Funktion {iberall streng monoton steigend,
kann also hochstens eine Nullstelle haben. Wegen f(0) = —2 < 0 und f(1) =
1 > 0 hat sie eine Nullstelle im Intervall [0,1].

b) Mit zg = 1 ergeben sich folgende Werte:

r1 = 0,857143, x2 = 0,835579, x3 = 0,835123.

Losung von Aufgabe 12.5:

Die beteiligten Matrizen sind hier:

£ 00 000 01 -1
D'=l0o L of,L=f0 0 of,R= —2
0 0 3 1 00 0
Das Verfahren lautet dann
1 1 7
0 -5 & 6
M=o o 2[aW™+| 4] k=012....
1 11
-3+ 0 0 -

Verwendet man wie vorgegeben als Startvektor 29 den Nullvektor, erhilt man
die folgenden Werte:

k azgk) xgk) acék) max; |x§k71) - xgk)|
0 || 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

11,1667 | —0,8000 | —2,7500 2,7500

2 || 0,8417 | —1,9000 | —3,0417 1,1000

3 | 0,9764 | —2,0167 | —2,9604 0,1347

4 1] 1,0094 | —1,0842 | —2,9941 0,0337

Damit ist die gewiinschte Genauigkeit erreicht und

1,0004
e = | ~1,0842
—2,9941
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ist die gesuchte Ndherung an die exakte Losung.

Losung von Aufgabe 12.6:
Die Matrix lautet

6 -1 0 2
0O 2 -1 0
1 1 3 0
0o 3 0 -4
a) Wegen
123 3
max{2,§,§,1}—i <1
ist das Zeilensummenkriterium erfiillt.
b) Wegen
1511 5
2.2 =251
max{g, 5555 =5 >

ist das Spaltensummenkriterium nicht erfiillt.

Losung von Aufgabe 12.7: Die beteiligten Matrizen wurden bereits in der Lo-
sung zu Aufgabe 12.5 bestimmt. Das Verfahren lautet

0o -1 1 0 0 0 z
=10 o 2|z®+ o0 o0 ofz®V+| 4| k=012
0 0 0 -1 00 =y

Verwendet, man wie vorgegeben als Startvektor 29 den Nullvektor, erhiilt man
die folgenden Werte:

k xgk) xék) xék) max; \xl(k_l) — wgk)|
0 || 0,0000 | 0,0000 | 0,0000

1 || 1,1667 | —0,8000 | —3,0417 3,0417

2 1| 0,7931 | —2,0167 | —2,9483 1,2167

3] 1,0114 | —1,9793 | —3,0028 0,0545

4 | 0,9961 | —2,0011 | —2,9990 0,0218

Damit ist die gewlinschte Genauigkeit erreicht und
0,9961
= —2,0011
—2,9990
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ist die gesuchte Naherung an die exakte Losung.

Losung von Aufgabe 12.8:
(o} (o)

a) Es ist

3
Aij
Qi

) max
1€{1,2,3} =
J#i

3 1
max{4, ,6} ,

das Zeilensummenkriterium ist also nicht erfiillt (da das Maximum kleiner als
1 sein miisste).

b) Es ist

3
1 3 4 3
Z 2272 1
474’6} 4< ’

Aij
ajj

max
7€{1,2,3} “—
i#j

= max{

das Spaltensummenkriterium ist also erfiillt.

Losung von Aufgabe 12.9:

Die beteiligten Matrizen sind hier:

1 0 0 0 00 0 2 1
D'=]0o 1 o|,L=]|-1 0 o, R=|0 0 3
0 0 —% 0 10 0 0 0
Das Verfahren lautet dann
0o —3 -1 0 0 0 1
2D 0 0 _% x(k)Jr % 0 0 x(k“)Jr _%  k=0,12,....
0 0 0 0 + 0 0
Die berechneten Néiherungen sind:
k xgk) xgk) xgk) max; |x§k_1) — xEk)|
0 {| 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
1| 0,2500 | —0,1875 | —0,0313 0,2500
2 || 0,3516 | —0,1387 | —0,0231 0,1016
3 || 0,3251 | —0,1514 | —0,0252 0,0264

Damit ist die gewiinschte Genauigkeit erreicht.

Losung von Aufgabe 12.10: Das konstante Polynom p(z) = 1 liegt im Poly-
nomraum Il190, denn sein Grad ist nicht grofser als 100. Weiterhin erfiillt es
offenbar die Interpolationsbedingungen. Wegen der in Satz 12.10 formulierten
Eindeutigkeit der Losung ist es sogar das einzige Polynom in 199, das diese
Aufgabe 16st.
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Lésung von Aufgabe 12.11: Es ist

1 1 1 19 3
Li(z) = —o@ - DE=3)(@-4) = 74—0333 + ggf 0%+ 10

und 1 15 1, 1 1
Li(z) = —g@+ D@ -1z —4) = —gx?’ + 5902 +3r g

Losung von Aufgabe 12.12: Ich bestimme zunichst die vier notwendigen

Lagrange-Polynome; diese sind:

_ (x4 Dz(z—1) z—a°

L =
0($) —6 6 )
2 -1 34222
L§($):(x+ )z (z ):x +z x,
2 2
3 (x+2)(z+D(xz—1) —az*>—-22>+z+2
LQ(:U) = = )
—2 2
3 (x+2)(x+ 1Dz x4 327 422
L3(x) = = .
6 6
Somit lautet das gesuchte Polynom:
3 3 2
rT— r° +x° —2x
=-11- -1
p(x) 5 5
3 9.2 3 2
1. T 2x —|—m—|—2+1.x + 3z° 4 2z
2 6
=z -2+ 1.
Lésung von Aufgabe 12.13:
a) Es ist
z(x — 2 z+1)(z—2 z(x+1
13() = 22 =2 3 ) 13y = -2t DE=2) )2( ) 13wy = 2T 5 ).

b) Die Summe dieser drei Polynome hat den konstanten Wert 1. Das kann
man sich ganz allgemein iiberlegen, da es sich um ein Polynom zweiten Grades
handelt, das an drei verschiedenen Stellen den Wert 1 hat, oder man kann es
einfach zu Fuf ausrechnen:

L3(z) + L3(2) + L3(2) = “'(953— 2) (z+ 1)2(96 -2) m(w6+ 1)

~ 2(z? —22) = 3(z + 1) (z — 2) + (2 + x) _ 6
B 6 G

=1.

Losung von Aufgabe 12.14: Es ist die Interpolationsaufgabe

p(0) =0, p(5) =1, p(m) =0
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zu 16sen. Da die Funktionswerte an den Stellen 0 und 7 gleich null sind, bend-
tigt man die zugehérigen Lagrange-Polynome LZ(z) und L3(z) nicht. Wegen

2 _4:17(.1' —71') 4 2 4
L) =—5— =-3% t.%
folgt sofort:
(z) =1-Li(x) 1attd
x) = r)=——Fz" 4+ —x
p 1 2 p

Losung von Aufgabe 12.15:

a) Die Werte lauten:
A(-1)=1, A1) =-1, A(2) =4, A(5) =1,
A(-11) = -1, A(L2) =5, A@25) = —1,

A(=1,1,2) =2, A(1,2,5) = _%,
7
A(-11,25) = — 5.

b) Hier ist
A(0)=1, A(l)=2, A(2)=0, A3)=1, A(4) =-1,

A(01) =1, A(12)=—-2, A23) =1, A34) = -2
3 3 3

A(0,1,2) = 5 A(1,2,3) = 37 A(2,3,4) = -5
A0,1,2,3) =1, A(1,2,34) = —1,
A(0,1,2,3.4) = —%.

Losung von Aufgabe 12.16: Der Punkt x, hat Einfluss auf den Koeffizienten
bn = A(zo,T1,...,%n)
und somit auf das gesamte Interpolationspolynom.

Losung von Aufgabe 12.17: Es ist A(0) = 1. Alle dividierten Differenzen zweiter
und damit auch alle héherer Ordnung sind 0, und damit lautet das Polynom:

p(z) = 1.
Losung von Aufgabe 12.18:

a) Das Polynom lautet
7
piz)=1—(z+1)+2(z+1)(z—1) — ﬁ(x +1)(x—1)(z — 2).
b) Das Polynom lautet

p(x) =142 — %x(x ) talr—1)@—2) - %x(a: 1)@ —2)(z —3).
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Lésung von Aufgabe 12.19:

a) Zuniichst berechnet man A(z;) = az? + bx; + ¢ fiir i = 0,1,2 und

a(as% - a:%) + b(xo — x1)

A(xo,x1) = pr— =a(zo+x1)+b
sowie
2 2
— bz —
Aorag) = W=D EAD =2 _ (540 40,
Also ist

a(xo + 1) + b — (a(r1 + x2) 4 b) .
Ty — T2 o

A(xo, 21, T2) =
b) Einsetzen der Daten aus Teil a) liefert

p(x) = (axg + bxo 4+ ¢) + (a(xo + 1) + b)(z — x0) + a(x — zo)(z — 1)
= ax% + bxo + ¢+ axor + ar1x 4+ bx — a:c% — ax1x0 — bxo
=+ ax2 — aroTr — arxr1 + arori

=az? + bz +ec.

Dieses Ergebnis kann man natiirlich auch mit der Eindeutigkeit des Interpola-
tionspolynoms begriinden, hier sollte es jedoch explizit berechnet werden.

Lésung von Aufgabe 12.20:
Hier ist 1
h == =0,125.
8

Damit, ergeben sich folgende Werte:

0 0,000 || 1 0000

1 | 0,125 0,0846
2 | 0,250 0,9412
3 0,375 0,8767
4 0,500 0,8000
5 0,625 0,7191
6 | 0,750 0,6400
7

8

>

0,875 0,5664
1,000 || 0,5000
1,5000 | 5,5280
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Somit ist 0195
70125 — =5+ (1,5000 + 2 5,5280) = 0,7848.

Lésung von Aufgabe 12.21:

Da mit n = 4 begonnen werden soll, ist h = hg = 0,25. Man erhélt hierfiir den
Wert,
7% = 0,357515.

Mit der halbierten Schrittweite h1 = 0,125 ergibt sich
7125 — (,358726.

Wegen
7%%% — 7%2% = 0,001211 > ¢
ist die gewiinschte Genauigkeit noch nicht erreicht (wenn auch knapp, aber
knapp daneben ist auch vorbei).
Fir he = 0,0625 erhélt man schlieflich

799625 — (9 359037.

Wegen
70125 _ 70.06251 — 000311 < ¢

ist die gewiinschte Genauigkeit nun erreicht und 79625 = 0,359037 ist die
gesuchte Néherung.
Lésung von Aufgabe 12.22:

Die gemifs der Simpson-Regel notierten Funktionswerte und deren Summen
finden Sie in folgender Tabelle:

i T fi fi fi
0 || 0,000 || 1,0000
1 | 0,125 0,9846

2 || 0,250 0,0412
3 0,375 0,8767

4 0,500 0,8000
5 | 0,625 0,7191

6 | 0,750 0,6400
7

8

>

0,875 0,5664
1,000 || 0,5000
1,5000 | 3,1468 | 2,3812
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Somit ist

0125 _ 0,125

3 (1,5000 + 4 - 3,1468 + 2 - 2,3812) = 0,7854.

Dieser Wert, stimmt {ibrigens in allen angezeigten Stellen mit dem wahren Wert
des Integrals, ndmlich 7, iiberein.

Lésung von Aufgabe 12.23:

Fiir 2n = 4, also

hzho:%=0,75,
erhilt man folgende Tabelle:
i T fi fi fi
0 —1,00 || 0,00000
1 —0,25 0,01105
2 0,50 0,12500
3 1,25 —1,38107
4 2,00 [ 0,00000
> 0,00000 | —1,37002 | 0,12500

Somit ist

0,75
3

S0,75 —

- (4-(—=1,37002) + 2 - 0,12500) = —1,30752.

Halbierung der Schrittweite fithrt auf h1 = 0,375. Die sich hierfiir ergebende
Tabelle sehen Sie hier:

i T fi fi fi
0 || =1,000 || 0,00000
1 || —0,625 0,22556
2 —0,250 0,01105
3 0,125 0,00075
4 0,500 0,12500
5 || 0875 0,25637

6 || 1,250 —1,38107
7

8

>

1,625 —3,96438
0,00000
0,00000 | —3,48170 | —1,24502
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Dies fiithrt auf die Ndherung

G035 — @ (4 -(—3,48170) 4+ 2 - (—1,24502)) = —2,05211.

Ganz offensichtlich ist die gewiinschte Genauigkeit noch nicht erreicht, und
es muss mit der erneut halbierten Schrittweite ho = 0,1875 weitergerechnet
werden. Auf die Angabe der Wertetabelle verzichte ich jetzt, ich denke, die
kénnen Sie nun schon ldngst selbst erstellen.

Als Niherungswert fiir das Integral ergibt sich

GO,1875 _ 0,1875
3

(4 (=5,77971) + 2 - (—4,72673)) = —2,03577.
Wegen
GO-8T5 _ gO8T51 19 05211 — (—2,03577)| = 0,01634

ist die gewiinschte Genauigkeit leider immer noch nicht erreicht, und man muss
noch eine Runde drehen.

Fir hs = 0,09375 erhilt man

§0,09375 _ 0,09375

5 (4 (~11,02461) +2 - (~10,50644)) = —2,03473.

Wegen
GO1875 _ g0.09375) | _9 03577 — (—2,03473)| = 0,00104 < &
ist die gewiinschte Genauigkeit nun endlich erreicht, und somit ist der Wert,
009375 — _9 03473

eine gute Ndherung an das Integral

2
I:/ 2% sin(rx) da.

—1



