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Тема. Методи доведення нерівностей.

Мета: повторити та вдосконалити вміння доводити нерівності різними методами;
розвивати логічне, аналітичне та синтетичне мислення, математичну       інтуїцію та кмітливість.
Хід уроку

І. Актуалізація опорних знань.

1. Дійсні числа.

2. Як позначити, що число додатне (від’ємне)?

3. За якої умови число а більше за число b? Число a менше від числа b? Число a дорівнює числу b?
4. Нерівність. Строгі та нестрогі нерівності.
5. Подвійна нерівність.
ІІ. Мотивація навчальної діяльності. 

Поняття нерівності, як і поняття рівності, виникло дуже дав​но. З розвитком математичної думки без порівняння величин, без поняття «менше» чи «більше» не можна було дійти поняття рів​ності, тотожності, рівняння. З поняттям нерівності пов’язані на​ближені обчислення (обчислення числа π), сучасні поняття гра​ниці, дослідження екстремальних властивостей многочленів, до​слідження функцій на монотонність, поняття знакосталості, екстремуму.

У практичній роботі математиків нерівності використовують​ся постійно. Вони застосовуються також під час досліджень екс​тремальних властивостей симетричних фігур: квадрата, куба, рів​ностороннього трикутника.

Знаки «>» і «<» уперше зустрічаються в роботі англійського вченого Гарріота «Практика аналітичного мистецтва» (1631).
Уміння доводити нерівності — це мистецтво, якому притаман​ні чіткість логічного мислення, наукова строгість доведеного, ви​тонченість висновків, унікальність подальшого застосування. 

Мистецтвом доводити нерівності оволодіти досить нелегко. Тут необхідний чималий досвід, інтуїція і, як у кожному мисте​цтві, вміння вільно застосовувати різні методи доведення .
ІІІ. Доведення нерівностей.
       Довести нерівність – надати їй правильність при всіх допустимих значеннях змінних, що входять до неї.
1. Доведення нерівностей на основі означення числової нерівності.

Алгоритм доведення

Щоб довести, що нерівність f(x)<g(x) (f(x)>g(x)) правильна для будь-яких значень змінних треба:
1) знайти різницю лівої та правої частин нерівності: f(x)–g(x);

2) перетворити (спростити, виділити повний квадрат тощо) різницю так, щоб можна було визначити її знак (<0, >0, =0);

3) скориставшись означенням, зробити висновок.
Приклад 1. Для будь-якого а довести нерівність а(а – 6)<(а – 3)2.

Доведення

а(а – 6) – (а – 3)2 = а2 – 6а – а2 + 6а – 9 = –9 < 0.

Отже, для будь-якого а а(а – 6)<(а – 3)2.

Приклад 2. Доведіть, що (а + 4)(а – 8) > 4(2а – 19) при всіх дійсних значеннях а.

Доведення
(a + 4)(a – 8) – 4(2a – 19) = a2 – 4a – 32 – 8a + 76 = a2 – 12a + 44 = a2 – 12a +36 + 8 =

= (a – 6)2 + 8 > 0 при всіх значеннях а.

Отже, (а + 4)(а – 8) > 4(2а – 19) при всіх а.
Приклад 3. Доведіть, що при а ≥ –2 виконується нерівність а3 + 8 ≥ 2а2 + 4а.
Доведення

(а3 + 8) – (2а2 + 4а) = (а + 2)(а2 – 2а + 4) – 2а(а + 2) = (а + 2)(а2 – 4а +4) =

= (а + 2)(а – 2)2 ≥ 0, оскільки а ≥ –2.

Отже, а3 + 8 ≥ 2а2 + 4а при а ≥ –2.

2. Метод рівносильних перетворень.

В результаті рівносильних перетворень з нерівності, яку потрібно довести, отримаємо відому або очевидну нерівність.
 Приклад 4. Для будь-яких дійсних a,b і c доведіть нерівність: 

a2 + b2 + c2 ≥ ab + ac + bc.
Доведення

Достатньо довести, що a2 + b2 + c2 – ab - ac - bc ≥ 0 │·2

2a2 + 2b2 + 2c2 – 2ab - 2ac - 2bc = (a2 – 2ab + b2) + (b2 – 2bc + c2) + 
(c2 – 2ac + a2) = (a – b)2 + (b – c)2 + (c – a)2 ≥ 0  для будь-яких дійсних чисел a,b і c. Отже, a2 + b2 + c2 ≥ ab + ac + bc для будь-яких дійсних чисел a,b і c.

3. Синтетичний метод:

Застосування основних (опорних) нерівностей, які доводяться на основі визначення знаку різниці:
1. a2≥0 при всіх дійсних а;

2. Сума додатних взаємно обернених чисел не менше за 2.
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Зауваження: рівність має місце при a=b.

3. Середнє арифметичне двох невід’ємних чисел не менше за їх середнє геометричне.
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Зауваження: рівність має місце при a=b або a=b=0.

Приклад 5. Доведіть нерівність 
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Доведення
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Використаємо нерівність 
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Тоді 
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Приклад 6. Доведіть нерівність 
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Доведення

Застосуємо теорему Коші для кожного доданка
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Знак рівності можливий лише тоді, коли 4а+1=1, тобто, якщо а=0, а це суперечить умові.

Додаємо почленно отримані нерівності, маємо
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, якщо a>0, b>0, c>0 і a+b+c=1.

Отже, 
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До опорних нерівностей належать нерівності

4) 
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5) 
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 6) a2 + b2  ≥ 2ab  – “нерівність двох квадратів”;

 7)a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ac – “нерівність трьох квадратів”;

 8) Нерівність Коші: 
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х1, х2, ..., хn, де 
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 - середнє арифметичне чисел х1, х2, ..., хn,
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Якщо n=2, то 
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n=3, то 
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Приклад 7. Доведіть нерівність a2b2 + b2c2 + a2c2 ≥ abc(a + b + c).

Доведення

При доведенні врахуємо, що a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ac.

a2b2 + b2c2 + a2c2 = (ab)2 + (bc)2 + (ac)2 ≥ ab2c + abc2 + a2bc ≥ abc(a + b + c).

Отже, a2b2 + b2c2 + a2c2 ≥ abc(a + b + c).

4. Метод підсилення

Приклад 8. Довести нерівність 
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Доведення

При натуральних k≥2 правильна нерівність 
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Оскільки 
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, замінимо кожний k-й доданок, починаючи з другого, в лівій частині заданої нерівності більшим виразом 
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Отже, 
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ІV. Підсумок уроку.
У сучасній математиці нерівності відіграють велику роль. Є ціла низка окремих галузей сучасної математики — лінійне і нелінійне програмування, теорія ігор, дослідження опе​рацій і т. д., де нерівностям відводиться цент​ральне місце.

Знання та вміння з даної теми важливі при вивченні похідної, інтеграла, при дослідженні функції, знаходженні границь.

А також вміння доводити нерівності дозволяє розв’язувати нестандартні задачі, зокрема розв’язання нестандартних рівнянь та на визначення найбільшого і найменшого значення функції.

V. Домашнє завдання.
Опрацювати конспект.

Довести нерівності:  1) (а + 5)(а – 9) < (а – 2)2;

2) 8x2 + y2 + 11z2 + 4xy ≥ 12xz + 5yz.

3) (a + 2)(b + 6)(c + 3) ≥48
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4)* (a + b +c)(
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