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Чотирнадцять властивостей паралелограма з доведенням і добіркою задач. 
Існує багато геометричних фігур, кожна з яких має свої властивості. Деякі з цих властивостей загально відомі і їх вивчають у школі, а деякі – відомі  вузькому колу спеціалістів.

Геометрія широко використовується у багатьох галузях : мистецтві, архітектурі тощо. Якщо людина знає про те з чим працює, це збільшує якість. Так архітектор, який знає про властивості геометричних фігур, побудує гарніший і безпечніший будинок, ніж той, хто не знає.

При використанні додаткових невідомих властивостей паралелограма, розв'язування задач стало займати менше часу, а також стало цікавішим.

Знання і використання цих властивостей  є важливою ланкою у вивченні геометрії, розвиває математичний кругозір та кмітливість.

Системне використання різноманітних властивостей є ефективним засобом активізації розумової діяльності учнів, позитивно впливає на підвищення якості знань, умінь та навичок.

Також ці знання знадобляться усім  при здачі екзаменів та на математичних конкурсах і олімпіадах.

Властивість 1
Протилежні кути паралелограма рівні.

Доведення


На рисунку зображено паралелограм ABCD. Проведемо діагональ АС. Доведемо, що трикутники ABC і CDA рівні.

У цих трикутниках сторона АС – спільна, кути 1 і 2 рівні, як різносторонні при паралельних прямих BC і AD та січній АС, кути 3 і 4 рівні як різносторонні при паралельних прямих АВ і CD та січній АС. Отже, Δ АВС = Δ CDA за другою ознакою рівності трикутників. Звідси [image: image1.png]


 В = [image: image2.png]


 D. Також з рівностей [image: image3.png]


 1 = [image: image4.png]


 2 і [image: image5.png]


 3 = [image: image6.png]


 4 випливає, що [image: image7.png]


 1 + [image: image8.png]


 3 = [image: image9.png]


 2 + [image: image10.png]


 4. Отже,

· BAD = [image: image11.png]


 BCD.

Властивість 2
Сума кутів, прилеглих до однієї сторони паралелограма, дорівнює 180°.

Доведення

[image: image12]
На рисунку зображений паралелограм ABCD.  Сума кутів паралелограма дорівнює 360°, а протилежні кути рівні (див. 
т.. 5).

Доведемо, що [image: image13.png]


 А + [image: image14.png]


 D =180°.

[image: image15.png]


 А = [image: image16.png]


 С = х, [image: image17.png]


 В = [image: image18.png]


 D = y.

2х + 2у = 360°;

2 ( х + у ) = 360°;

х + у = 180°.

Властивість 3
Діагоналі паралелограма точкою перетину діляться навпіл.
Доведення

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



На рисунку зображено паралелограм ABCD, діагоналі якого перетинаються в точці О. Доведемо, що трикутники АОD і СОВ рівні.

Дійсно, [image: image20.png]


 1 і [image: image21.png]


 2 та [image: image22.png]


 3 і [image: image23.png]


 4 рівні як різносторонні при паралельних прямих AD і ВС та січних АС і BD відповідно. За теоремою про рівність протилежних сторін паралелограма AD = BC. Отже, Δ AOD = Δ COB за другою ознакою рівності трикутників. Звідси АО = ОС, ВО = ОD.
Властивість 4
Будь - яка діагональ ділить паралелограм на два рівних трикутники.

Доведення

[image: image24.jpg]



На рисунках зображені паралелограми ABCD. Розглянемо перший малюнок з діагоналлю АС.

Доведемо, що Δ АВС = Δ СDA.

Спосіб 1.

АВ = CD, ВС = DA (за властивістю паралелограма), АС –  спільна сторона. Таким чином трикутники рівні за трьома сторонами.

Спосіб 2.

АВ = CD, ВС = DA (за властивістю паралелограма), [image: image25.png]


 В = [image: image26.png]


 D (за властивістю паралелограма). 

Таким чином Δ АВС = Δ СDA за Ι ознакою рівності трикутників.
Властивість 5
Бісектриса кута паралелограма перетинає його більшу сторону і відтинає від паралелограма рівнобедрений трикутник, в якому сама є основою.

Доведення

[image: image27]
На рисунку зображений паралелограм ABCD. Проведемо бісектрису з [image: image28.png]


 А. Доведемо, що трикутник АВН – рівнобедрений.

АН – січна при ВС || AD. Отже, [image: image29.png]


 1 = [image: image30.png]


 3 як різносторонні. [image: image31.png]


 2 = [image: image32.png]


 3 – за властивістю бісектриси. Таким чином [image: image33.png]


  1 = [image: image34.png]


  2 = [image: image35.png]


 3. Отже Δ АВН – рівнобедрений, так як кути при основі АН – рівні. 

Властивість 6

Бісектриси протилежних кутів паралелограма лежать на паралельних прямих.

Доведення

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



На рисунку зображений паралелограм ABCD.  Проведемо бісектрису АН з 

[image: image37.png]


 А і бісектрису СО з [image: image38.png]


 С. Доведемо, що АН || СО.

[image: image39.png]


 1 = [image: image40.png]


 2 ( див. 
т.. 7), [image: image41.png]


 3 = [image: image42.png]


 1 – різносторонні при ВС || AD і АН – січна. 

[image: image43.png]


 4 = [image: image44.png]


 5 – за властивістю бісектриси. [image: image45.png]


 А = [image: image46.png]


 С ( за властивістю паралелограма), отже [image: image47.png]


 2 = [image: image48.png]


 3 = [image: image49.png]


 4 = [image: image50.png]


 5. З цього виходить, що [image: image51.png]


 1 = [image: image52.png]


 4 і АН || СО.

Властивість 7

Бісектриси сусідніх кутів паралелограма перетинаються під прямим кутом.

Доведення

[image: image53]
На рисунку зображений паралелограм ABCD. АН – бісектриса [image: image54.png]


 А, DO –бісектриса [image: image55.png]


 D. Доведемо, що DO ┴ АН. 
Нехай, [image: image56.png]


 1 = х, тоді [image: image57.png]


 А = 2х (АН – бісектриса). Нехай, [image: image58.png]


 3 = у, тоді [image: image59.png]


 D = 2у (DO – бісектриса).

2у + 2х = 180° (сума сусідніх кутів паралелограма дорівнює 180°);

2 (х + у) = 180°;

х + у = 90°.

Розглянемо Δ AZD. [image: image60.png]


 1 + [image: image61.png]


 3 = 90°. Тоді [image: image62.png]


 5 = 90° (сума кутів трикутника дорівнює 180°).

Властивість 8
Бісектриси всіх кутів паралелограма при перетині утворюють прямокутник.

Доведення

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



На рисунку зображений паралелограм ABCD. АН – бісектриса [image: image64.png]


 А, DO – бісектриса [image: image65.png]


 D, CF – бісектриса [image: image66.png]


 С, BG – бісектриса [image: image67.png]


 В.

Доведемо, що VUPS – прямокутник.

Виходячи з минулої властивості [image: image68.png]


 8= [image: image69.png]


 7= [image: image70.png]


  6= [image: image71.png]


 5=90°.

Отже, VUPS – прямокутник.

Властивість 9
Відстань від протилежних кутів паралелограма до його діагоналі однакова.

Доведення

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



На рисунку зображений паралелограм АВСD з діагоналлю АС.

Доведемо що ВН = FD. 

[image: image73.png]


 DCF = [image: image74.png]


 HAB при ВА || CD і січній АС. 

Δ АНВ = Δ CDF ( за стороною та 2 прилеглими до неї кутами, АВ = CD, 

[image: image75.png]


 DCF = [image: image76.png]


 HAB,  [image: image77.png]


 DFC = [image: image78.png]


 BHA, так як утворені висотами ).

У рівних трикутників всі елементи рівні, отже ВН = FD.

Властивість 10
Якщо в паралелограмі з'єднати протилежні вершини з серединами протилежних сторін, то вийде ще один паралелограм.

Доведення

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



На рисунку зображений паралелограм АВСD. Довести що ВНЕD.

ВН = ЕD (оскільки ЕD = ВН, точки Е і Н ділять ці сторони навпіл).

ВН || DE (оскільки лежать на AD || BC).

Якщо протилежні сторони попарно рівні і паралельні, значить, дано паралелограм.

Властивість 11
Якщо в паралелограмі з двох протилежних кутів провести висоти, то вийде прямокутник.

Доведення

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



На рисунку зображений паралелограм ABCD. ВЕ – висота з [image: image81.png]


 В, НD – висота з [image: image82.png]


 Н. 

Доведемо, що ВЕDH – прямокутник.

[image: image83.png]


 ВЕН = [image: image84.png]


 DHE = 90° ( висота проводиться під кутом 90°)

ED = BH, ED || BH (оскільки лежать на рівних паралельних AD і BC).

Δ ЕАВ = Δ HCD ( НС = АЕ, АВ = СD,  [image: image85.png]


 АЕВ = [image: image86.png]


 СНD). З цього виходить, що ЕВ = НD і ЕВDH – прямокутник.

Властивість 12
Бісектриси протилежних кутів – рівні.

Доведення


[image: image87]
На рисунку зображений паралелограм ABCD. 
Доведемо, що Δ АВН = Δ CDO.

АВ = CD (за властивістю паралелограма), [image: image88.png]


 В = [image: image89.png]


 D (за властивістю паралелограма). Δ АВН – рівнобедрений трикутник (за властивістю паралелограма), тобто АВ = ВН (за властивістю рівнобедреного трикутника).

OD = CD, Δ CDO – рівнобедрений. 
Тобто Δ АВН = Δ CDO за Ι ознакою рівності трикутників.

Отже, АН = ОС.

Властивість 13
Протилежні сторони паралелограма рівні.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




Доведення

На рисунку зображений паралелограм ABCD. Проведемо діагональ АС. 

Доведемо, що трикутники АВС і СDА рівні.

АС – спільна сторона. Кути 1 і 2 рівні як різносторонні при паралельних прямих ВС і АD та січній АС, кути 3 і 4 рівні як різносторонні при паралельних прямих АВ і СD та січній АС. Отже, Δ АВС = Δ СDА за другою ознакою рівності трикутників. Звідси АВ = CD і ВС = AD.
Властивість 14 (теорема Варіньона)
Середини сторін довільного чотирикутника є вершинами паралелограма. Сторони цього паралелограма паралельні діагоналям чотирикутника, а їх довжини дорівнюють половинам довжин діагоналей. Площа цього паралелограма дорівнює половині площі даного чотирикутника.

                                         L                   C
                       B                                 2

                             1                                      M
                  K                                                     

                                                                 3

                             4  

             A                                  N                             D
 Доведення

KL – середня лінія трикутника ABC і відтинає від нього трикутник, площа якого в 4 рази менша від площі трикутника ABC. Тому сума площ першого та третього трикутників дорівнює четвертій частині площі всього чотирикутника. Аналогічно можна стверджувати, що сума площ другого та четвертого трикутників дорівнює четвертій частині площі всього чотирикутника. Отже, площа паралелограма KLMN становить половину площі чотирикутника.
Розв'язування задач
1) Один з кутів паралелограма дорівнює 70°. Знайдіть решту його кутів.

Розв'язання


 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Якщо, [image: image92.png]


 А = 70°, то [image: image93.png]


 С також  70°, так як протилежні кути паралелограма рівні.
Сума кутів паралелограма 360°, [image: image94.png]


 В = [image: image95.png]


 D.

Складаємо рівняння:

[image: image96.png]


 В + [image: image97.png]


 D + 70° + 70° = 360°;
[image: image98.png]


 В + [image: image99.png]


 D = 360° - 140°;

[image: image100.png]


 В + [image: image101.png]


 D = 220°;

[image: image102.png]


 В = [image: image103.png]


 D = 110°.

Відповідь: 110°, 70°, 110°.
2) Периметр паралелограма дорівнює 18 см. Одна з його сторін дорівнює 3 см. Знайдіть інші сторони паралелограма.

Розв'язання.

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Якщо АВ =  3 см, то й CD = 3 см.

Складаємо рівняння:

3 см + 3 см + СВ +AD = 18 см;

СВ +AD= 18 см – 3 см – 3 см;

СВ +AD = 12 см;

СВ = AD = 6 см.

Відповідь: 6 см, 3 см, 6 см.
3)Сторони паралелограма дорівнюють 5 і 8 см. Знайти відрізки на які бісектриса кута паралелограма ділить його більшу сторону.

Розв'язання


[image: image105]
АВ= 5 см, ВС = 8 см.

АН – бісектриса [image: image106.png]


 А. Δ АВН – рівнобедрений за властивістю паралелограма.

Отже, АВ = ВН = 5 см.

Тоді НС = 3 см.

Відповідь: 5 см, 3 см.
4) В паралелограмі ABCD [image: image107.png]


 DCB = 102°, [image: image108.png]


 CAB = 54°.  Знайти кути DAC і CDA.
Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 





[image: image110.png]


 DCB = [image: image111.png]


 BAD = 102°.
[image: image112.png]


 DAC = [image: image113.png]


 BAD  – [image: image114.png]


 CAB = 102° – 54° = 48°

[image: image115.png]


 CDA = 180° – [image: image116.png]


 DCB = 180° – 102° = 78°

Відповідь: 48°, 78°.

5) Периметр паралелограму дорівнює 84 см. Знайти сторони паралелограма, якщо одна з них на 12 більша за іншу.

Розв’язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Нехай, CD = x (см), тоді СВ = х +12 (см). Складаємо рівняння:

х + (х +12) + х + (х+12) = 84;

х + х + 12 + х + х + 12 = 84;

4 х = 84 – 12 – 12;

4 х = 60;

х = 15.

CD = AB =  15 cм, CB = DA = (15 + 12) см = 27 см.

Відповідь : 15 см, 27 см, 15 см, 27 см.

6) Периметр паралелограма дорівнює 90 см. Знайти його сторони, якщо дві з них відносяться як 2:3.

Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Нехай, CD = 2x, тоді СВ = 3х. Складаємо рівняння:

2х + 3х + 2х + 3х = 90;

10х = 90;

х = 9.

CD = AB = 2*9 см = 18 см.
СВ = DA =3*9 см = 27 см

Відповідь :18 см, 27 см, 18 см, 27 см.
7) В паралелограмі ABCD бісектриса [image: image119.png]


 А ділить сторону ВС на відрізки ВН = 4 см,  НС = 3 см. Знайти периметр паралелограма.

Розв'язання

[image: image120]
За властивістю паралелограма бісектриса кута паралелограма перетинає його більшу сторону і відтинає від паралелограма рівнобедрений трикутник, в якому сама є основою.

Отже, ВН = АВ = 4 см, ВС = ВН + НС = 4 см + 3 см = 7 см.

АВ = CD = 4 см, ВС = AD =  7 см

Р (АВСD) = 4 cм + 7 см + 4 см + 7 см = 22 см

Відповідь: 22 см
8)  Один з кутів паралелограма дорівнює 47°. Знайти решту його кутів.

Розв'язання
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Сума кутів паралелограма 360°.

[image: image122.png]


 D = [image: image123.png]


 B = 47°
[image: image124.png]


 C = [image: image125.png]


 A = (360° – 47° – 47°) : 2 = 266° : 2 = 133°

Відповідь: 47°, 133°, 47°, 133°.

9) Сума двох кутів паралелограма дорівнює 48°. Знайти кути паралелограма.

Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 





[image: image127.png]


 D + [image: image128.png]


 B = 48°.

[image: image129.png]


 D = [image: image130.png]


 B = 24°.

[image: image131.png]


 C = [image: image132.png]


 A = 180° – 24° = 156°.

Відповідь: 24°, 156°, 24°, 156°.
10) В паралелограмі ABCD AB = 7 см, AD = 12 cм. Бісектриса кута А перетинає сторону ВС в точці Н. Знайти довжини відрізків ВН і НС.
Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



За властивістю паралелограму АВ = ВН = 7 см
, тоді НС = 12 см – 7 см = 5 см.

Відповідь : 7 см і 5 см

11) В паралелограмі ABCD [image: image134.png]


 DCA = 30°, [image: image135.png]


 DAC = 20°. Знайти кути паралелограму.
Розв'язання
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




Розглянемо Δ CAD. [image: image137.png]


 С = 30°, [image: image138.png]


 А = 20°, тоді [image: image139.png]


 D = 130°.
[image: image140.png]


 D = [image: image141.png]


 B = 130°
[image: image142.png]


 A = [image: image143.png]


 C = 180° – 130° = 50°

Відповідь: 50°, 130°, 50°, 130°.

12) ВК – висота кута В. [image: image144.png]


 АВК = 40°. Знайти всі кути паралелограма.

Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Розглянемо Δ АВК. [image: image146.png]


 В = 40°, [image: image147.png]


 К = 90°, тоді [image: image148.png]


 А = 180° – 90° – 40° = 50°.
[image: image149.png]


 А = [image: image150.png]


 С = 50°.

[image: image151.png]


 В = [image: image152.png]


 D  = 180° – 50° = 130°.

Відповідь: 50°, 130°, 50°, 130°.

13) Сума двох сторін паралелограма дорівнює 24 см, а периметр – 56 см. Знайти сторони паралелограма.

Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



АВ + CD = 24 см, отже АВ = CD =12 см

ВС = AD = (56 – 24) : 2 = 16 см.
Відповідь: 12 см, 16 см, 12 см, 16 см.

14) Півпериметр паралелограму дорівнює 26 см, а сума двох сторін – 22 см.

Знайти сторони паралелограму.

Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



АВ + CD = 22 см, отже AB = CD = 11 см

Периметр ABCD = 26 cм * 2 = 52 см

ВС = AD = (52 – 22) :2 = 15 см
Відповідь: 11 см, 15 см, 11 см, 15 см.
15) Периметр паралелограма дорівнює 112 см. Знайдіть його сторони, якщо дві його сторони відносяться як 5:9.

Розв'язання
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 






Нехай, АВ = 5х, тоді СВ = 9х. Складаємо рівняння:

5х + 9х + 5х + 9х = 112;

28х = 112;

х = 4.

АВ = CD = 20 см, СВ = AD =36 см

Відповідь: 20 см, 36 см, 20 см, 36 см.

16) Знайдіть сторони паралелограма, якщо одна з них у 5 разів більша за другу, а периметр паралелограма дорівнює 96 см.

Розв'язання
 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



Нехай АВ = х (см), тоді ВС = 5х (см). Складаємо рівняння:
х + 5х + х + 5х = 96 см;

12х = 96 см;

х = 8.

АВ = CD = 8 см, ВС = AD = 8 cм * 5 = 40 см.

Відповідь: 40 см, 8 см, 40 см, 8 см.

17) Діагоналі АС і BD паралелограма ABCD відповідно дорівнюють 12 см і 8 см, О – точка перетину цих діагоналей. Знайдіть периметр трикутника АОВ, якщо АВ = 3 см.

Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



АС = 12 см, отже АО = 6 см

BD = 8 см, отже, ВО = 4 см

Δ АОВ = 6 см + 4 см + 3 см = 13 см

Відповідь: 13 см

18) Периметр паралелограма дорівнює 18 см. Одна з його сторін дорівнює 3 см. Знайдіть всі інші сторони паралелограма.
Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




АВ = CD = 3 см

Тоді ВС = AD = (18 см – 3 см – 3 см): 2= 6 см

Відповідь: 3 см, 6 см, 3 см, 6 см.

19) Сторони паралелограма дорівнюють 7 см і 9 см. Знайти відрізки на які бісектриса кута ділить його більшу сторону.

Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 



АВ = CD = 7 см, ВС = AD = 9 см

АН – бісектриса [image: image160.png]


 А. Трикутник АВН – рівнобедрений за властивістю паралелограма. Отже ВН = АВ = 7 см. Тоді НС = 2 см.
Відповідь: 7 см і 2 см.

20) Один з кутів паралелограма дорівнює 70°. Знайти решту його кутів.

Розв'язання

 SHAPE  \* MERGEFORMAT 




[image: image162.png]


А = [image: image163.png]


 С = 70°

[image: image164.png]


 В = [image: image165.png]


 D = 180° – 70° = 110°.

Відповідь: 70°, 110°, 70°, 110°.
21) Побудувати ромб з вершинами на сторонах прямокутника ABCD.                           

B                              L                               C
K                                                               M
 A                             N                              D
Оскільки діагоналі прямокутника рівні, паралелограм Варіньона і буде шуканим ромбом для прямокутника ABCD.
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