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[bookmark: _GoBack]Теорія множин і шкільна математика

Множини можуть складатися з багатьох різних елементів – риб, будинків, квадратів чисел, точок тощо. Саме цим пояснюється надзвичайна широта теорії множин та її застосування до різних областей знання (математики, механіки, фізики, біології, лінгвістики тощо). Для математики особливо важливу роль відіграють множини, складені з «математичних» об'єктів – геометричних фігур, чисел, алгебраїчних виразів, функцій і т. п. З деякими такими множинами мають справу в шкільній математиці, але там зазвичай уникають самого слова «множина» (за винятком шкіл і класів з поглибленим вивченням математики).
Насправді ж шкільна математика має справу з множинами на кожному кроці. Особливо часто зустрічаються числові множини, тобто множини, складені з чисел. Прикладами таких множин можуть служити:
1) множина всіх натуральних чисел;
2) множина всіх цілих чисел (додатних, від’ємних і нуля);
3) множина всіх раціональних чисел;
4) множина всіх дійсних чисел;
5) множина всіх комплексних чисел;
6) множина площ правильних багатокутників, вписаних в дане коло, тощо.
Починаючи з першого класу дітей знайомлять з натуральними числами та арифметичними діями над ними, а в 5 класі виділена велика тема, яка називається «Натуральні числа і дії з ними. Геометричні фiгури і величини» (40 годин). Потім вивчаються дробові числа і дії над ними (60 годин).
В 6 класі продовжують вивчення натуральних та дробових чисел, знайомлять з додатними та від’ємними числа, числом нуль, протилежними числами, цілими та раціональними числами, вводять означення координатної прямої.
У 7-11 класах в курсі геометрії множини згадуються при вивченні геометричних фігур, геометричного місця точок, вписаних й описаних фігур. А вже в курсі алгебри 8 класу розповідають про дійсні числа, відповідність дійсних чисел до точок координатної прямої та, відповідно, проміжків координатної прямої, на яких вже чітко можна побачити дії над множинами.
У 9 класі тема «Основи комбінаторики, теорії ймовірностей та статистики», яка більш детальніше пояснюється в 11 класі, безпосередньо стосується теорії множин, її елементів, та дій над множинами.








З кожним рівнянням пов’язані дві числових множини. Першою з них є множина чисел, при якій вирази, що виходять з рівняння, мають сенс. Ця числова множина називається областю допустимих значень невідомого. Наприклад, для рівняння  область допустимих значень складається з усіх чисел , для яких  і , тобто з усіх чисел, крім чисел множини . А для рівняння  область допустимих значень складається з чисел, для яких . Ця нерівність виконується, якщо .







Другою множиною, пов'язаною з даними рівнянням або нерівністю, є множина його рішень. Наприклад, для рівняння  множина коренів складається з двох чисел , а для рівняння  – з незліченної множини чисел, а саме з усіх цілих чисел. Коли рівняння задано, множина  його коренів визначена характеристичною властивістю – такою, що числа , що входять в , задовольняють дане рівняння. Після того, як рівняння вирішено, множина  задана списком (якщо вона скінченна) або більш простою характеристичною властивістю (якщо вона нескінченна), наприклад, властивістю, що всі її елементи – цілі числа.


















У той час як множина розв’язків рівняння складається зазвичай з декількох чисел або (для більшості тригонометричних рівнянь) з декількох послідовностей чисел, множина рішень нерівності, як правило, суцільно заповнює деякі ділянки множини дійсних чисел. Наприклад, нерівність  виконується на відрізку , що позначається , а нерівність  – на відрізках  і . Якщо замість нестрогих взяти строгі нерівності, то вийдуть відрізки з відкинутими кінцями, так звані числові проміжки. Наприклад, множина розв’язків нерівності  складається з проміжків  і , що позначаються  і . Кінці  цих проміжків не задовольняють нерівності. Зустрічаються в якості розв’язків нерівності і більш складні множини. Наприклад, розв’язком нерівності  являється множина чисел  таких, що , що позначається . Тут один кінець відрізка (а саме ) належить множині розв’язків, а інший – число  – не належить йому.




Так як кожне дійсне число зображується точкою на числовий осі, числові множини можна зображати як деякі множині точок на прямій. Наприклад, на рис. 1.1 а) зображено множину чисел  таких, що , а на рис. 1.1 б) зображено множину таких чисел , що .
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Рисунок 1.1 – множини точок на прямій


а) множина точок {x:}; б) множина {}


















Особливо зручно геометричне зображення множин, що складаються з пар або трійок чисел. Наприклад, рівняння  задає множину  пар чисел , при підстановці яких рівняння перетворюється в тотожність. Пара чисел ,  належать множині , так як , , а пара чисел  не належить множині , так як . Однак такий опис множини M не дуже наочний. Щоб описати цю множину наочніше, скористаємося методом координат. Виберемо на площині систему декартових координат (це ті самі координати, які вивчаються в школі). Тоді кожній парі чисел  відповідає точка  на площині з координатами  і , а кожній точці площини – пара  і  її координат (рис. 1.2).
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Рисунок 1.2 – точка в декартовій системі координат






Якщо зобразити на площині всі пари чисел , для яких , то легко помітити, що вони лягають на одну і ту ж лінію, а саме на коло радіуса  з центром на початку координат (рис. 1.3 а)). Якщо згадати теорему Піфагора, то відразу стане зрозуміло, що множина всіх точок , для яких , збігається з множиною точок цього кола (рис. 1.3 б)).
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Рисунок 1.3 – множина точок, що належать кривій кола





Нерівності, що містять два невідомих, зазвичай задають не лінії, а цілі області на площині. Наприклад, нерівність  задає на площині множину точок, відстань яких від початку координат не перевершує , тобто множина точок круга радіуса  з центром у початку координат. При цьому само коло входить у вказану множину. А нерівність  задає той же круг, але без граничного кола.
В геометрії ми зустрічаємось з двома типами множин. По-перше, теореми геометрії зазвичай говорять про властивості деякої множини геометричних фігур. Наприклад, теорема про те, що діагоналі паралелограма, які точкою перетину діляться навпіл, стосується множини всіх паралелограмів. По-друге, самі геометричні фігури є множинами, що складаються з точок, які в них входять. Тому ми можемо говорити про множини всіх точок даного кола, про множини всіх точок даного конуса тощо.
В алгебрі ми зустрічаємося з такими множинами, як множини всіх многочленів від двох змінних, множини всіх квадратних рівнянь, множини всіх алгебраїчних рівнянь тощо. Тому майже кожен розділ шкільної математики так чи інакше пов'язаний з теорією множин [1].





















Окремо можна виділити застосування теорії множин до основ комбінаторики. Підрахуємо, скільки підмножин має кінцева множина (у число підмножин ми включаємо і порожню множину, і саму множину). Множина, що складається з одного елемента , має дві підмножини:  і . Множина, що складається з двох елементів  і , має вже чотири підмножини: ті ж підмножини  і , і ще , і . Якщо додати до множини третій елемент , то крім вже знайдених чотирьох підмножин , ,  і  з'являться ще чотири підмножини: , ,  і , які одержані додаванням елемента  до кожної з наявних раніше підмножин. Зрозуміло, що кожен раз додавання нового елемента подвоює число підмножин. Тому множина, що містить  елементів, має  підмножин. 








Підмножини кінцевої множини можна класифікувати за кількістю елементів, що входять в них. Якщо множина містить  елементів, то її підмножини, що складаються з  елементів, називаються поєднаннями з  по . Їх число позначається . Так як загальне число підмножин дорівнює , то справедлива рівність . Для чисел  існує чимало цікавих співвідношень, багато з яких вдається вивести, розглядаючи деякі підмножини з певними властивостями. Доведемо, наприклад, співвідношення 
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у припущенні . З цією метою серед усіх поєднань з  елементів  по  виберемо поєднання, що містять елемент . Решта  місць в поєднанні можуть займати будь-які з  елементів . Тому число обраних поєднань дорівнює . Тепер порахуємо, скільки поєднань з елементів  по  не містять елемента . Ці поєднання складені з елементів . Так як в поєднання входять  елементів, то число таких поєднань одно . Оскільки в кожне з  поєднань або входить, або не входить елемент , то має виконуватися рівність (1).



Відзначимо ще, що  при будь-якому , так як кожна множина має лише одну порожню підмножину. Так само очевидно, що .





Користуючись зробленими зауваженнями, можна послідовно підраховувати числа  спочатку при , потім при , потім при  і т. і. Таблиця  записується зазвичай у вигляді:










(так званий трикутник Паскаля).

Так як , то на сторонах трикутника Паскаля стоять одиниці. А інші числа послідовно обчислюємо, враховуючи, що в силу співвідношення (1) кожне число дорівнює сумі чисел, що стоять у попередньому рядку ліворуч і праворуч від нього. В результаті отримуємо наступну таблицю:
















Існує формула для безпосереднього обчислення чисел . Вона має вигляд ,



де  і . Насправді, визначені цією формулою числа дійсно задовольняють співвідношення (1) і рівностям  [1].

Список використаних джерел:
1. Дюженкова, Г. О. Михалін. Елементи теорії множин і теорії чисел. – К.: НПУ імені М. П. Драгоманова, 2003. – 128 с.
2. Навчальні програми для 1–4 класів. URL: https://mon.gov.ua/ua/osvita/zagalna-serednya-osvita/navchalni-programi/navchalni-programi-dlya-pochatkovoyi-shkoli 
3. Навчальні програми для 5–9 класів, 2017. URL: https://mon.gov.ua/ua/osvita/zagalna-serednya-osvita/navchalni-programi/navchalni-programi-5-9-klas 
4. Навчальні програми для 10–11 класів загальноосвітніх навчальних закладів. URL: https://mon.gov.ua/ua/osvita/zagalna-serednya-osvita/navchalni-programi/navchalni-programi-dlya-10-11-klasiv 
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