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Розділ 1
Арифметична прогресія, та її властивості
1.1 Означення арифметичної прогресії
Арифметичною прогресією називається послідовність, кожний член якої, починаючи із другого, дорівнює попередньому члену, до якого додається одне й те ж число.
Це число називається різницею арифметичної прогресії і позначається d (d – початкова буква латинського слова differentia – різниця )
Тоді арифметичну прогресію можна задати рекурентною формулою: 
                                                 аn+1 = an + d, звідки d = an+1 - an
Приклад 1:   1; 4; 7:10; 13; 16; 19; 22; …
                    У цій послідовності кожний член, починаючи з другого, дорівнює попередньому, до якого додається число 3, тобто d = 3.
Приклад 2:   -2; -4; -6; -8; -10;…
                   У цій послідовності кожний член, починаючи з другого, дорівнює попередньому, до якого додається число -2, тобто d = -2.

1.2. Формула n – го члена арифметичної прогресії
Нехай перший член арифметичної прогресії а1, d – різниця. Тоді за означенням арифметичної прогресії :
                      а2 = а1 + d;
                      а3 = а2 + d = ( а1 + d ) + d = а1 + 2d;
                      а4 = а3 + d = ( а1 + 2d ) + d = а1 + 3d;
                      а5 = а4 + d = ( а1 + 3d ) + d = а1 + 4d.
Помічаємо, що у цих формулах коефіцієнт при d на 1 менший від порядкового номера члена прогресії. Отже, можна записати:
аn = а1 + ( n -1 )d  - формула n – го члена арифметичної прогресії.

1.3. Застосування формули n – го члена для знаходження довільного її члена
Приклад: Знайти дев′ятий член арифметичної прогресії( аn ): 5; 4,2; 3,4; …
Розв’язання:
Маємо: а1 = 5. Знайдемо різницю прогресії: d  = 4,2 – 5 = - 0,8. Тоді,
  а9 = а1 +8d,   а9 = 5 + ( - 0,8 ) ∙ 8 = - 1,4.
1.4. Застосування формули n – го члена для знаходження її першого члена
Приклад: Знайти перший член арифметичної прогресії( аn ), у якій d = - 2,     а8 = 93.
Розв’язання:
Застосуємо формулу n – го члена арифметичної прогресії для n = 8:
а8 = а1 + 7d і підставимо відомі значення:  93 = а1 + 7 ∙ ( – 2 ),
                                                                        93 = а1 – 14,
                                                                         а1 = 93 + 14,
                                                                         а1 = 107.
1.5. Застосування формули n – го члена для знаходження різниці арифметичної прогресії
Приклад: Знайти різницю арифметичної прогресії ( аn ), у якій а1 = 10, а5 = 22.
Розв’язання:
Застосуємо формулу n – го члена арифметичної прогресії для n = 5:
а5 = а1 + d( n – 1 ) і підставимо відомі значення:  22 = 10 + d ∙ 4,
                                                                                   4d = 22 – 10,
                                                                                   4d = 12,
d = 3.
1.6. Застосування формули n – го члена для знаходження номера її члена
Приклад: Чи є число 181 членом арифметичної прогресії, у якій а1 = 3, d = 5?
Розв’язання:
Число 181 буде членом прогресії, якщо існує таке натуральне число n  - порядковий номер члена прогресії,  що аn = 181.
Застосуємо формулу n – го члена арифметичної прогресії: 
аn = а1 + ( n -1 )d
   181 = 3 + ( n – 1 ) ∙ 5,
   181 = 3 + 5n – 5,
   181 = 5n – 2,
    5n = 181 + 2,
    5n = 183,
n = 36,6.
Число 36,6 не є натуральним, тому число 181 не є членом арифметичної прогресії. 


















Розділ 2
Геометрична прогресія, та її властивості
2.1 Означення геометричної прогресії
Геометричною прогресією називається послідовність відмінних від нуля чисел, кожний член якої, починаючи з другого, дорівнює попередньому члену, помноженому на одне й те саме число. Це стале для даної послідовності число позначають q, називають знаменником геометричної прогресії.

Інакше кажучи, послідовність(bп) — геометрична прогресія, якщо для будь-якого натурального п виконується умова: 

Із означення геометричної прогресії випливає, що q = .
Щоб задати геометричну прогресію, досить вказати її перший член b1 і знаменник q. Члени геометричної прогресії мають таку властивість.

Теорема 1. Квадрат кожного члена починаючи з другого, дорівнює добутку двох сусідніх з ним членів, тобто
Справедлива і теорема, обернена до доведеної.
Теорема 2.Якщо в послідовності члени не дорівнюють нулю і квадрат кожного члена, починаючи з другого, дорівнює добутку двох сусідніх з ним членів, то така послідовність — геометрична прогресія.
Оскільки частка від ділення кожного члена послідовності на попередній йому член — одне й те саме число, то ця послідовність — геометрична прогресія.
Для будь-якої прогресії з додатними членами доведені теореми можна сформулювати в такій формі.
Кожний член геометричної прогресії, починаючи з другого, дорівнює середньому геометричному двох сусідніх з ним членів, тобто

, n>1
Якщо кожний член числової послідовності з додатними членами, починаючи з другого, дорівнює середньому геометричному  сусідніх з ним членів, то така послідовність є геометричною прогресією.

2.2 Формула n-го члена геометричної прогресії.
Знаючи перший член і знаменник геометричної прогресії, можна знайти будь-який її член, обчислюючи послідовно другий, третій, четвертий і так далі члени. Проте, щоб знайти член прогресії з великим номером, такий спосіб незручний. За означенням геометричної прогресії:
b2=b1q;

b3=b2;

;

;

Легко помітити, що для будь-якого натурального п справедлива формула: 
Тобто n-й член геометричної прогресії одержимо, якщо перший член помножимо (п - 1) разів на число q.
Цю формулу називають формулою п-го члена геометричної прогресії.
Розглянемо приклади розв'язування задач з використанням цієї формули. Задача 1.Знайдітьсьомий член геометричної прогресії, якщо

bl = 64, q =.


Розв’язання: За формулою знаходимо.   
Відповідь. 1.
Задача 2. Знайдіть формулу п-го члена геометричної прогресії 3, 9, 27,
Розв'язання: Знаменник геометричної прогресії дорівнює q =9/3 = 3. 

За формулою при bl =  3 і q= 3 знаходимо:

 = 3 • 3n-1=3n.  
Відповідь .bп= 3n.
Задача 3. Знайдіть знаменник геометричної прогресії, у якій
b1 = 2, b5= 162.

Розв'язання:  За формулою маємо 162 = 2 • q4, тоді
q4 =162/2= 81, звідси q= 3 або q= -3.
Відповідь: q = 3 або q= -3.
Задача 4. Число 512 є членом геометричної прогресії 8, 16, 32,....  Знайдіть номер цього члена.



Розв'язання: Нехай п— шукане число. Оскільки b1= 8, aq= 16/8 = 2, то за формулою маємо:
512=8*2n-1; 
2n-1 = 64;	
 2n-1  = 26; 
п - 1= 6, 
п= 7. 
Відповідь: п =7. 
2.3.Сума перших n членів геометричної прогресії.
Існує легенда, згідно з якою винахідник шахів попросив у нагороду за свій винахід стільки пшеничних зерен, скільки їх буде, якщо на першу клітинку шахівниці покласти одну зернину, на другу — дві, на третю — чотири і так далі до 64 клітини. Скільки зерен повинен був одержати винахідник шахів?
Число зерен, про яке йдеться в задачі, є сумою шестидесяти чотирьох членів геометричної прогресії, перший член якої дорівнює 1, а знаменник дорівнює 2. Позначимо цю суму через S: S = 1 + 2 + 22 + 23 + ... + 262 + 263.
Помножимо обидві частини записаної рівності на знаменник прогресії, одержимо:
2S = 2 + 22 + 23 + 24 + ... + 263 + 264. Віднімемо почленно із другої рівності першу і проведемо спрощення:
2S - S = (2 + 22 + 23 + 24 + ... + 263 + 264) -(1 + 2 + 22 + 23 + ... + 263),
S = 264 - 1,
S = 18446 744 073 709 551 615.
Можна підрахувати, що маса такого числа пшеничних зерен більша за триліон тонн. Якби таке число зерен рівномірно розсипати по всій земній суші, то утворився б прошарок пшениці завтовшки близько 9 мм. Такої кількості пшениці людство не виростило до сьогоднішнього часу. Виведемо тепер формулу суми n перших членів довільної геометричної прогресії.



, Отже, сума п перших членів геометричної прогресії зі знаменникомдорівнює:
Якщо q= 1, то Sn = b1 + b1. +... +  b1= b1n, тобто Sn =b1п.
Розглянемо приклади розв'язання задач з використанням цієї формули.

Задача 1.Знайдіть суму шести перших членів геометричної прогресії.....


Розв'язання: Оскільки b1 =,   q= . За формулою суми п перших членів геометрично їпрогресії маємо:



Відповідь. 
Задача 2.Знайдіть число членів геометричної прогресії, якщо
Sn = 189, b1 = 3, q= 2.
Розв'язання:
Скористаємося формулою суми п перших членів геометричної прогресії, одержимо:

;  1 – 2n= -63; звідси 2n=26, отже n=6
2.4. Нескінченна спадна геометрична прогресія зі знаменником
Розглянемо квадрат зі стороною 1. Візьмемо його половину, потім половину частини, що залишилася, і т. д. .Площі заштрихованих прямокутників утворюють геометричну прогресію 1/2, 1/4, 1/8 , 1/16 , 1/32 , 1/64, ...знаменник якої дорівнює q=1/2.

Заштриховані прямокутники заповнюють увесь квадрат. Доречно вважати, що сума площ всіх заштрихованих прямокутників дорівнює 1,тобто
У лівій частині цієї рівності записано суму нескінченного числа доданків.
Для надання змісту виразу в лівій частині останньої рівності розглянемо суму п перших членів:



За формулою суми п перших членів геометричної прогресії
маємо:	

Якщо п необмежене збільшується (пишутьп →∞), то вираз


наближається до нуля (пишуть→ 0), а вираз 1 -
наближається до 1.

Отже, Sn=1 —→ 1, якщо п→∞.
Таким чином, сумою нескінченної спадної геометричної прогресії називається число, до якого наближається сума п перших членів цієї прогресії, якщо п нескінченно збільшується.
Виведемо формулу суми нескінченної спадної геометричної прогресії
bl + blq +bl q2+blq3+ ..., знаменникякої \q\ <1.
За формулою суми п перших членів геометричної прогресії маємо:



Якщо\q\ <1, то при необмеженому збільшенні п вираз qn прямує до нуля, при цьому вираз	теж прямує до нуля.

Отже, S  → при п→∞.

Таким чином, сума S нескінченної спадної геометричної прогресії дорівнює:S =.

Зокрема, якщо Ь1  = 1, то маємо S=	.



Формули S =,   S =	справедливі тільки для < 1.



Розділ 3
Застосування властивостей арифметичної та геометричної прогресії в різних галузях науки
3.1. Історія
Задача 1: Легенда про винахід шахів.
Шахову гру винайшли в Індії. Ознайомившись з нею, індійський цар Шерам, захоплений дотепністю і різноманітністю можливих в ній ситуацій, покликав до себе її винахідника, ученого Сету, і сказав йому:
"Я хочу гідно нагородити тебе, Сета за прекрасну гру, яку ти придумав. Я досить багатий, щоб виконати будь-яке твоє бажання."
"Володарю, - відповів Сета, - накажи видати мені за першу клітинку шахівниці одну пшеничну зернину, за другу - 2 зернини, за третю - 4, і так за кожну клітинку вдвічі більше, ніж за попередню".
"Ти одержиш свої зерна. Але знай, що твоє прохання не варте моєї щедрості. Іди. Слуги мої винесуть тобі твій мішок із пшеницею".
На другий день придворні математики з'явились до царя.
"Ми ретельно обчислили, - говорили вони йому, - усю кількість зерна, що бажає одержати Сета. Число таке велике, що зерен не вистачить ні в яких коморах, навіть цілого царства. Не знайдеться такої кількості зерен і на всьому просторі Землі. І якщо ти обов'язково хочеш видати нагороду, то накажи перетворити всі царства в поля, висушити всі річки та озера, розчинити криги та сніги. Увесь цей простір засій пшеницею й усе, що виросте на ньому за 5 років, накажи віддати Сеті. Тоді він одержить свою винагороду."
Зі здивуванням слухав цар Ширам слова вчених. "Напишіть же мені це дивовижне число"- сказав він.


Розв'язання:

Кількість зернин, про які йдеться в задачі, є сумою 64 членів геометричної прогресії, у якої ,

=18446744073709551615, що приблизно становить 13,8 млрд. 40-тонних вагонів.
Якщо таку кількість зернин рівномірно розсипати по всій земній поверхні, то утвориться шар пшениці товщиною 9-мм.
Задача 2. Купівля коня.
(Із арифметики Магницького.)
Продавець продав коня за 156 крб. Але покупець, придбавши коня, передумав і повернув його господарю, кажучи:"Нема мені користі купувати за таку ціну коня, який таких грошей не вартий". Тоді продавець запропонував інші умови: "Якщо ціна за коня дуже висока, то купи лише цвяхи для його підков. а коня одержиш безплатно на додачу. Цвяхів укожній підкові 6. За перший дай мені всього 1/4к., за другий – 1/2к., за третій - 1к. і т. д..." Покупець, спокусившись низькою ціною та бажаючи безплатно придбати коня, прийняв умови, думаючи, що за цвяхи доведеться заплатити не більше 10 крб. На скільки покупець проторгувався?
Розв'язання:



Маємо геометричну прогресію у якої 1/4, ..
За таких умов можна дати й коня на додачу.
Задача 3. 
Мешканець маленького містечка був відомий своєю скнарістю. Коли у нього були справи в повітовому місті, розташованому в 25 км від цього містечка, він звичайно шукав сусідів, які б підвезли його. Одного разу скнара крутився на площі, шукаючи того, хто підвіз би його за спасибі додому. Але цього разу нікого не було і він змушений був шукати платного візника. Скнара обійшов їх усіх, торгуючись з ними і порівнюючи ціни. Один просив 250 руб., другий - 200 руб., третій -150. Усі ці ціни здалися йому занадто високими. Нарешті він помітив візника з убогим візком і жалюгідною шкапою. Коли скнара запитав його скільки він візьме за дорогу, той подивився на землю, почухав потилицю і відповів: "за 1-й кілометр заплати мені 1 коп., за другий - 2 коп, за 3-ій - 4, за 4-ий - 8 і так до кінця шляху."
"От дурний - подумав скнара, ледве стримуючи сміх, - лічить на копійки." Поспіхом він заліз у візок і гукнув:"Згідний! Поїхали!"
Скільки грошей він повинен заплатити за дорогу?
Розв'язання:
1;2; 4; 8; 16;... - геометрична прогресія.

.

 (коп.)=335544 руб. 31 коп.
Задача 4. У газеті, що була видана у 1914р., описувалася справа, яка відбулася у місті Новочеркаську, про продаж отари, що має 20 овець, за такими умовами: за першу вівцю слід заплатити 1 к., за другу - 2 к., за третю - 4 к. і т. д. У яку суму обійдеться вся отара?
Розв'язання: 
1;2; 4; 8;... - геометрична прогресія,


.


=1084575=11000 (крб.).

Задача 5. Винагорода воїна ( задача з російського підручника 1795р.).
Воїну, що служив, дано винагороду: за першу рану - 1 копійка, за другу - 2, за третю - 4 і т. д. Виявилося, що воїн одержав винагороду 655 руб 35 коп. Запитується, яка кількістьйого ран.
Розв'язання.

Складаєморівняння: 65535=1+2+4+...+,

65535=,

=65536, 
x=16.
Тобто, за такої великодушної системи нагородження воїн повинен одержати 16 ран і залишитися живим, щоб "удостоїтися" винагороди 655 руб 35 коп.

3.2 Архітектура та будівництво

Задача 1. Побудова теплиці.
Потрібно виготовити вертикальні стержні для теплиці з дроту так, щоб найменший мав довжину 5 м, а кожний наступний був на 2 м довший (до 7 стержня). Обчисліть довжину дроту, необхідну для виготовлення стержнів.
Розв'язання:
[image: ]



Маємо арифметичну прогресію (), де .(м).
4.3. Фізика
Розглянемо ситуацію, пов'язану з використанням геометричної прогресії у фізиці.
   Задача 1.Після кожного руху поршня розріджувального насоса з посудини видаляється 20% повітря, що міститься в ній. Визначити тиск повітря всередині посудини після шести рухів поршня, якщо початковий тиск був 750 мм рт. ст.
Розв'язання:
Оскільки після кожного руху поршня з посудини видаляється 20% повітря, що міститься в ній, то залишається в ній 80% повітря. Щоб визначити тиск повітря в посудині після чергового руху поршня, треба тиск повітря після попереднього руху поршня помножити на 0,8: 750; 750*0,8; 750*0,8*0,8; 750*0,8*0,83; ...; 750*0,86. Маємо геометричну прогресію, перший член якої 750, а знаменник 0,8. Число, що визначає тиск повітря всередині посудини після шести рухів поршня, є сьомим членом цієї прогресії і дорівнює 750*0,86.
Задача 2. При вільному падінні тіло проходить за першу секунду 4,9 м, а за кожну наступну на 9,8 м більше. Знайдіть глибину шахти, якщо камінець досяг її дна через 8 с після початку падіння.
Розв'язання:

Маємо арифметичну прогресію, у якої .

.

3.4. Фінанси
Задача 1. Уявіть, що вам деяка фірма пропонує свої послуги. Щодня ви можете брати у фірми по 100 грн. Але за перший день ви зобов'язані заплатити фірмі 1к, за другий - 2к, за третій - 4к. і т. д. Чи укладете ви з цією фірмою договір не менш ніж на 20 днів за таких умов?
Розв'язання: 

[bookmark: _GoBack]Від фірми отримуємо - 2000 грн, а повинні будемо заплатити за це суму, що дорівнює 8-го для геометричної прогресії, де . Тобто:

1048575(коп.)=10485грн. 75крб.
3.5. Біологія
Задача 1. Задача про розмноження бактерій.
За сприятливих умов за 1 хв кожна з бактерій поділяється навпіл. Визначити кількість бактерій, народжених однією бактерією за 7 хв.
Розв'язання:
Кількість бактерій зростає за геометричною прогресією:

2, 4, 8, 16, ..., у якої.

2(27-1 )=2( 128-1 )=2 127=254 (бактерії).






Висновки
«Прогресія», «прогрес», «прогресивний» - слова одного кореня. Прогресія – це послідовність, побудована за таким законом, який дає змогу рухатися вперед. 
   От і я, працюючи над даною темою зробила невеличкий крок вперед у підвищення свого інтелектуального рівня. Ознайомилася з новими для мене поняттями та формулами, розглянула чимало базових задач на застосування теоретичних навиків, що безумовно допоможе мені на уроках при вивченні цієї теми у школі.
   В черговий раз переконуюсь, що математика потрібна всюди. І якби мені сказали, що прогресії можна застосовувати і у фізиці, і у біології та інших предметах, то я б дуже здивувалася. Навіть, елементарний підрахунок довжини металевого дроту на створення теплиці не обійшовся без використання формули з теми «Числові послідовності», а саме «Арифметична прогресія».
Особисто для мене вивчення даної теми стало досить цікавим і незвичним. У процесі дослідження я сама для себе зробила масу нових відкриттів, пов’язаних не тільки з темою роботи, але й з навколишнім світом в цілому. Я відчуваю величезний інтерес до цієї роботи, і тому дана робота зробила позитивний вплив на моє ставлення до науки.
  Я планую і в подальшому займатися вивченням цієї теми.
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