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O Introducao

0.1 Motivacao e objetivos

Por légica formal ou simbolica entende-se tipicamente a ldgica cldssica. Esta tem
sido um utensilio indispensavel desde os finais do séc. XIX na matematica quer pura
quer aplicada. Esta altima sobretudo, concretizada em grande medida no computa-
dor digital, motivou contudo o desenvolvimento de uma panoéplia de “novas” logicas.
Com efeito, verificou-se que certos problemas postos pelas novas tecnologias no que
diz respeito a acuracia, seguranga, certeza, etc., nao sao trataveis do ponto de vista
da logica classica, exigindo outros sistemas logicos capazes de formalizar aspetos
tao dispares como a incompletude ou a inconsisténcia da informacao disponivel, a
incerteza no raciocinio, requisitos temporais e modais, etc. Estas logicas, quer ape-
nas estendendo a logica cléssica quer substituindo-a em aplicacoes ad hoc, sao hoje
conhecidas como ldgicas nao cldssicas.

Entre estas, as ldgicas multivalentes, cuja caracteristica distintiva é o facto de
possuirem mais do que os dois valores de verdade ditos classicos (verdadeiro e falso),
sao particularmente importantes para aplicacoes-chave; contam-se, entre estas, por
exemplo a anélise de circuitos, a programacao em légica, a verificacao de hardware, o
raciocinio nao monotonico, a analise de comunicacao com feedback e o processamento
de linguagem natural. As logicas multivalentes comummente generalizam a logica
classica, o que faz delas utensilios fundamentais para investigar aspetos centrais de
sistemas 1ogicos classicos tais como as relagoes entre a teoria da demonstragao e
a semantica; em particular, estas logicas mostraram ter importantes aplicagoes na
investigacao das relacoes entre a logica classica e a légica intuicionista. De facto, e
num sentido abstrato — considerando-se as classes de equivaléncia obtidas a partir
de uma nocao especifica de equivaléncia logica como valores de verdade — todo o
sistema logico pode ser visto como uma logica multivalente.

Para que um sistema logico (ou uma logica) possa ser util tem de satisfazer requi-
sitos de tratabilidade computacional. Dois componentes sao especialmente impor-
tantes para este fim: um sistema logico deve possuir, primeiramente, uma semantica

simples e intuitiva, e ainda um sistema de demonstracao analitico correspondente



0.2. METODOLOGIA

para estratégias de demonstracao eficazes, nomeadamente no que respeita a au-
tomatizacao da deducao. A deducdo automdtica, ou demonstracao automdtica de
teoremas, ¢ hoje um requisito-chave em qualquer logica, uma vez que as estratégias
de deducao podem ser laboriosas e conter erros, em especial quando nao se pode
evitar niveis de alta complexidade. A automatizacao da deducao em logica classica —
quer proposicional quer de primeira ordem — esta ja bastante desenvolvida e ha hoje
muitos demonstradores automaéticos disponiveis. Contudo, o terreno das logicas nao
classicas s recentemente se tornou um objeto para a automatizacao da deducao e
mostra-se muito desigualmente desbravado, com muito por investigar e fazer.

A resolucao é um procedimento de decisao por refutacao baseado no problema
da satisfazibilidade para o qual se desenvolveram ja demonstradores automaticos
bastante eficientes (ex.: Prover9, Gandalf, Vampire). Este procedimento estende-se
naturalmente as logicas multivalentes por meio da ldgica assinalada, um forma-
lismo para expressar conetores e quantificadores multivalentes. A légica assinalada
permite-nos raciocinar “classicamente” em légicas multivalentes, o que representa a
aplicagao nestas dos ja bem conhecidos resultados obtidos na deducao automatica
em logica classica. Por esta razao, tratamos a automatizacao da demonstracao de
teoremas em logicas multivalentes por meio da resolucao assinalada, ou seja, a re-
solucao implementada em logica assinalada. Outras técnicas de automatizacao da
demonstragao de teoremas em légicas multivalentes sao abordadas noutros textos

dedicados a esta tematica indicados na Bibliografia.

0.2 Metodologia

Dada a vasta panoéplia de sistemas 16gicos multivalentes foi necessario proceder a
uma selecao dos mesmos. A selecao levada a cabo teve como critérios primeiramente
a importancia dos varios sistemas a nivel tanto teérico como pratico e, em segundo
lugar, a facilidade com que se prestam a automatizagao por meio da resolucao as-
sinalada. Aborda-se aqui as logicas multivalentes de um ponto de vista axiomatico
e algébrico. A axiomatizacao destas logicas em sistemas formais adequados nao so6
mostra o seu estadio e estatuto de formalizacao no panorama da logica matematica
contemporanea, mas pode ser ainda tutil para muitas aplicacoes praticas. No que
respeita a abordagem algébrica, restringimos a nossa discussao aos aspetos mais
relevantes, como por exemplo a importante nocao de matriz logica.

Dos sistemas logicos multivalentes selecionados, os sistemas de F.ukasiewicz, em
especial b3 e b3, sao aqueles com um tratamento mais profundo dadas a sua im-

portancia quer histérica quer contemporanea e a “naturalidade” com que se deixam
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0.2. METODOLOGIA

traduzir para logica assinalada. Dos sistemas finitamente multivalentes, os outros
calculos proposicionais apresentadas na seccao 2.4 podem ser de igual modo tra-
duzidos para logica assinalada; na seccao 2.5 fornecemos indicacoes gerais para a
traducao de outros sistemas multivalentes quantificados. Quanto aos sistemas infi-
nitamente multivalentes, nomeadamente as chamadas logicas difusas, a sua impor-
tancia atual torna a sua abordagem obrigatéria numa obra como esta. Apesar dos
problemas em aberto em termos de axiomatizacao, alguns fragmentos destas logicas
sao tradutiveis para logica assinalada, permitindo assim a aplicagao neles do cal-
culo de resolucao assinalado. Assim sendo, discutimos algumas das propostas nesse
sentido que nos parecem mais viaveis.

O tratamento do célculo de resolucao, nomeadamente da resolucao assinalada
para logicas multivalentes, é aqui efetuado tendo o problema da satisfazibilidade
(abreviando: problema SAT) como pano de fundo, pelo que sao abordados os aspetos
principais deste problema que caracteriza em grande medida a légica matematica
contemporanea e em especial a teoria da computabilidade, particularmente no que
diz respeito ao fundamental problema da decisao.

Esta obra inova em termos de selecao de aspetos centrais de uma vastissima lite-
ratura que nem sempre é coerente quer na notacao quer nos resultados. Inova ainda
na organizacao do material apresentado. Muito deste material é j& considerado “fol-
clore” da logica matematica, pelo que neste caso nao se procede a identificagdo de
fontes; estas sao indicadas sempre que tal se considerou relevante. O material seleci-
onado, folclore ou outro, foi ainda submetido a alteracoes em favor da simplificacao e
compreensibilidade, com algumas defini¢cdes, proposicoes e demonstracoes originais
ou alvo de reformulacoes substanciais.

No estudo da logica é fundamental a resolucao de exercicios e integramos neste
texto os exercicios que nos parecem mais adequados. Este texto nao é uma introdu-
¢ao a logica classica, mais nao apresentando que os aspetos desta que sao essenciais
para a abordagem das l6gicas multivalentes. Assim sendo, parte-se do principio que
o leitor tem conhecimentos basicos de logica simboélica. Os exercicios apresentados
neste contexto sao de mera revisao e remete-se o leitor para bibliografia apresen-
tada ao longo do texto para uma revisao ou um aprofundamento de aspetos da
logica classica. Faz-se notar que um so6lido conhecimento da logica cléssica, tanto
no que respeita a teoria da demonstracao como a teoria dos modelos, é fundamental
para a compreensao das logicas multivalentes uma vez que, como se disse, estas sao
comummente generalizagoes daquela.

De igual modo, o conhecimento do célculo de resolucao para a logica classica é

essencial para uma compreensao do célculo de resolucao assinalada para as logicas
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0.2. METODOLOGIA

multivalentes. Assim sendo, dedicou-se um capitulo inteiramente ao calculo de reso-
lugao (ver Capitulo 3). Um outro objetivo deste capitulo ¢ o de familiarizar o leitor
com um demonstrador automatico de teoremas baseado na resolucao, neste caso o
Prover9/Mace4. Um objetivo mais geral é o de convidar o leitor a refletir sobre pos-
siveis modos de utilizar este (ou outro) demonstrador automatico na demonstracao
de teoremas das logicas multivalentes, levando assim o leitor a participar ativamente
num topico de investigacao contemporanea em logica matematica e computacional.

Nao se pressupoe por parte do leitor conhecimentos matematicos para além das
nocoes bésicas da teoria dos conjuntos. Com isto em mente e de modo a permitir
a todos os leitores uma compreensao integral deste texto providenciou-se um trata-
mento sucinto de varias nocoes matematicas em caixas imediatamente abaixo dos

paragrafos em que tais nocoes sao primeiramente mencionadas.
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1 Nocoes preliminares:
Metateoria, definicoes béasicas e

notacao

A logica é a ciéncia do raciocinio, e a ldgica dedutiva é o estudo do raciocinio
valido. Embora a logica nao se reduza a logica dedutiva, havendo ainda (pelo menos)
as logicas ditas indutiva e abdutiva, por “logica” entende-se comummente logica
dedutiva. A ldgica matemdtica (dedutiva) (ou ainda: Idgica simbdlica ou formal)
nada mais é do que a circunscri¢ao do estudo da légica a um contexto matematico.
Embora este trabalho se debruce sobre logica matematica, omitiremos o adjetivo
“matematico” (ainda: “simbolico”), a menos que o seu uso seja relevante.

O objeto imediato da logica é constituido por (classes de) sistemas ldgicos e cor-
respondentes [dgicas. A nocao central da logica é a consequéncia ou derivabilidade
légica. Com efeito, um sistema ldgico S é um par (£,Cq), em que L é uma lin-
guagem logica e C'q é uma operacao de consequéncia. A logica estuda pois tanto
aquilo que faz com que uma linguagem ou um sistema simbolico ou formal seja um
sistema logico, ou seja, um sistema caracterizado pela consequéncia logica, como o
modo como ele se comporta do ponto de vista da inferéncia (dedutiva, indutiva,
ou abdutiva). Assim, a logica contém uma metateoria bem como uma teoria das
técnicas que explicam a consequéncia logica. A primeira debruca-se sobre resultados
fundamentais que tém a ver com a consisténcia, a completude, etc., de um sistema
logico; a segunda pode ser de dois tipos, conhecidos como teoria da demonstracao,
se as técnicas respeitam a consequéncia sintdtica, e a teoria de modelos quando se
considera a consequéncia semdntica. (As duas nogoes de consequéncia coincidem no
caso de completude (forte), como se verd.) Comecamos por desenvolver os aspetos

metatedricos basicos mais relevantes.



CAPITULO 1. NOGOES PRELIMINARES: METATEORIA, DEFINICOES
1.1. LINGUAGEM LOGICA BASICAS E NOTACAO

1.1 Linguagem légica

1.1.1 A linguagem L
1.1.1.1 Linguagem-objeto e metalinguagem

Num sentido restrito, a logica é a interpretagao, do ponto de vista da nocao de
consequéncia logica, de expressoes bem formadas de acordo com regras estipuladas
numa linguagem-objeto; a estas expressoes bem formadas chamaremos simplesmente
formulas (abreviando “formulas bem formadas”), uma vez que expressées mal forma-
das nao sao formulas. Uma linguagem-objeto é a linguagem na qual certas “coisas”
se demonstram, enquanto uma metalinguagem ¢é a linguagem na qual se conduz
o estudo de uma linguagem-objeto. Neste texto, a metalinguagem é o Portugués
complementado com um vocabulario técnico (ex.: conetor) e com simbolos (ex.: )
que nao fazem parte das linguagens-objeto abordadas. De um ponto de vista for-
mal, uma linguagem-objeto é o conjunto das sequéncias de simbolos que obedecem
a regras especificas de formacao estipuladas na gramatica ou sintaxe dessa lingua-
gem.! As definicoes que se seguem enquadram de um modo geral o estudo técnico

da linguagem-objeto que denotamos por L.

1.1.1.2 Sintaxe e semantica

1.1.1. DEFINIGAO. O alfabeto de uma linguagem-objeto £ consiste em (1) um
suplemento infinito de simbolos para varidveis de objeto, bem como para predicados
e funcoes de aridade n > 0; (2) um namero finito de (simbolos para) operadores
*1,..., %, € quantificadores 41, ..., #. As constantes sao simbolos para funcoes de

aridade 0. Os parénteses sao tratados como sinais de pontuacao.

Tipicamente, (1) sao simbolos do alfabeto latino, com ou sem subindice, e (2) sao

simbolos convencionais especiais.

1.1.2. DEFINICAO. Dado um alfabeto finito X, um dfomo A é uma expressao
da forma P(t,...,t,) em que P é um simbolo que denota um predicado de aridade
n ety .., t,, os argumentos de A (denotado por arg (A)), sdo termos construidos a

partir de simbolos de variaveis e de fungoes (e logo de constantes) pertencentes a

!De um ponto de vista mais restrito — adotado comummente em programacio — uma linguagem
L é simplesmente a sintaxe de L.
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CAPITULO 1. NOGOES PRELIMINARES: METATEORIA, DEFINICOES
1.1. LINGUAGEM LOGICA BASICAS E NOTACAO

Y. Um atomo é uma formula. Se %; é um operador e ¢1, ..., ¢, sao formulas, entao
*i(P1,..., ¢n) € uma formula. €;x(¢), em que z é uma variavel, também ¢é uma

formula.

Tipicamente, letras do alfabeto grego representam expressoes arbitrarias (ou seja,

termos e formulas) na metalinguagem.

1.1.3. DEFINICAO. A cada operador %; e quantificador ¢; de £ encontram-se

associadas, para 0 <1 < n,
e uma tabela de verdade ‘;l W — W, e

e uma funcdao de verdade QNZ : (2W — @) — W

em que W = {vg, vy, ..., v,_1} € 0 conjunto de valores de verdade.

1.1.4. DEFINIGAO. Uma base (frame) para uma linguagem logica £ com um
alfabeto X, Ly, e W é um par (Z,0) em que Z é um dominio de discurso nao
vazio e © é uma interpretacao de assinatura, ou seja, um mapeamento das fungoes
P — P e 9" — W para cada simbolo de funcao de aridade n e cada simbolo

de predicado de aridade n do alfabeto Y, respetivamente.

1.1.5. DEFINIGAO. Uma interpretagao I para Ly, € um triplo (2,0,0) em que
(2,0) é uma base e § é uma atribuicio de varidveis 6 : V — 2. Dizemos que Z
se baseia em (Z,0).

1.1.6. DEFINIGAO. Para Z = (2,0,6), Z é uma interpretacdo para Ly e W,
existe uma funcao de valoracao correspondente valz que se define indutivamente do

seguinte modo:

e valz(x) = (x) para todo z em X.

e valz (f (t1,....tn)) = O (f) (valz (t1), ..., valz (t,)) para todo o simbolo de fun-
c¢ao f de aridade n > 0 em 3.

e valr (P (ty,....t,)) = ©(P) (valz (t1), ..., valz (t,)) para todo o simbolo de pre-
dicado P de aridade n > 0 em X.
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CAPITULO 1. NOGOES PRELIMINARES: METATEORIA, DEFINICOES
1.1. LINGUAGEM LOGICA BASICAS E NOTACAO

o valy (ki (P1,..sOn)) = ;Z (valz (¢1) , ..., valz (¢r)) para todo o operador 16gico
*i em .

o valr ((#;2) ¢) = #; (distrr . (¢)) para todo o quantificador ¢; em X, em que
distrr . (¢) = {valIg (¢) |d € P} é a distribui¢do de ¢ em T com respeito a x

e I7 ¢ a interpretagio idéntica a Z uma vez dado 6(x) = d.

As definicoes 1.1.1 e 1.1.2 estabelecem os elementos bésicos da sintare de L

(abreviandoLy); as defini¢oes 1.1.3 - 1.1.6 estabelecem uma semdntica para L.

1.1.2 Ordem de uma légica

Uma logica apresenta-se em ordens de acordo com as definicoes seguintes:

1.1.7. DEFINIGAO (ordem de um predicado). Um predicado tem ordem 1 se todos
0s seus argumentos sao termos; caso contrario, tem ordem n + 1, para n a ordem

superior dos seus argumentos.

1.1.8. DEFINIGAO (ordem de um quantificador). Um quantificador tem ordem
1 se quantifica uma variavel individual; caso contrario tem ordem n + 1, para n a

ordem do predicado (ou fungao) quantificado.

1.1.9. DEFINIGAO (ordem de uma féormula). A ordem de uma férmula é a ordem

superior de um dos seus quantificadores e predicados.

1.1.10. DEFINIGAO (ordem de uma logica). Uma logica de ordem n é uma logica
cujas formulas tém ordem n ou inferior. Falamos assim de logica de ordem zero para
n < 1, logica de primeira (segunda) ordem para n = 1 (n = 2, respetivamente) e

logica de ordem superior para n > 2.

Quando a ordem é 0, ou seja, quando os predicados tém aridade 0 (i.e, sdo variaveis
proposicionais), falamos de ldgica proposicional (LP) ou ainda de cdlculo proposici-

onal (CPp); quando a ordem é 1, temos uma linguagem ou ldgica de primeira ordem
(LPO) ou ainda um cdlculo de predicados (CPr).
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1.1.3 As linguagens L77P e LPred

Comecamos por definir a linguagem de CPp e em seguida aumentamo-la de modo
a obter CPr.

1.1.11. DEFINICAO. Uma linguagem proposicional L£F7°P & um par ordenado
(Vp,0) em que Vp = {p,q,r,p1,q,71,...} € um conjunto enumeravel de varidveis
proposicionais ¢ O = {Oy,...,0,} é um conjunto enumeravel de operadores com
aridade n > 1. As variaveis proposicionais chamam-se dtomos proposicionais (ainda:

formulas atémicas), e os operadores chamam-se conetores logicos.
Denotamos por F' o conjunto de férmulas de uma linguagem proposicional.

1.1.12. DEFINIGAO. Uma ezpressio ou formula bem formada (fbof) de LIToP
define-se indutivamente do seguinte modo:
e todo o 4tomo proposicional é uma fbf, ou seja, Vp C F;

® se ¢p,...,0, sao formulas e O; é um conetor logico com aridade n, entao
O; (¢1, ..., ¢,) € uma fbf. (Usaremos notacgao infixa. Como se disse acima,

uma fbf é simplesmente uma férmula.)

1.1.13. DEFINIGAO. Uma matriz légica 9 para uma linguagem L™ = (Vp, O)
é um triplo MM = (W, Fop, D), em que

o [W]>2

e Fop = {fo,,-- fo,} € o conjunto de func¢éoes de interpretagao, ou seja, as
fungbes correspondentes a cada operador em O = {Oy,...,0,} tais que fo, :
Wnoi — W, ng, é a aridade de O;;

e DC W, D@ éo conjunto dos valores designados.

1.1.14. DEFINICAO. Uma linguagem de primeira ordem ou de predicados L

¢ a linguagem L7 aumentada com os seguintes conjuntos enumeraveis:
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o ) ={Q1,...,Q,} de quantificadores;

o V=A{x,y,2,21,1,2,..} de varidveis nominais/individuais;

Cons = {a,b,c,a1,by,cq,...} de constantes individuais;

Pred = {P,Q, R, P,Q1, Ry, ...} de predicados;

Fun={f,g,h, f1,91,h1,...} de fungoes.

1.1.15. DEFINIGAO. O conjunto F* de £ ¢ definido como F em LF7P; as
formulas atomicas sao de igual modo tratadas como varidveis proposicionais e a

seguinte condicao adicional é satisfeita:

e se ¢ pertence a F* e x ¢ uma variavel, entao Q;z (¢) € F*.

1.1.16. DEFINIGAO. Na expressao Q;x (¢), (¢) é o escopo do quantificador Q).
Diz-se de toda a ocorréncia de uma variavel x no escopo de um quantificador @); que

é ligada; diz-se de uma variavel nao ligada numa férmula que é livre nessa férmula.

1.1.17. DEFINICAO. Diz-se que uma formula ¢ € F™* esta na forma normal prenex

(FNP) se e s6 se (sse) ¢ tem a forma

lely ceey ann(M)

em que todo Q;z;, © = 1,...,n é quer Vx; quer dr; e M é uma féormula sem quanti-
ficadores. Q1x1, ..., Qnx, € 0 prefizo e (M) é a matriz de ¢ (nao confundir com a
matriz 1ogica M; cf. def. 1.1.13).

Toda a férmula ¢ € F* pode ser transformada numa férmula em FNP de modo

algoritmico (ver abaixo; ver ainda, por exemplo, Chang & Lee, 1973, pp. 37-8).

1.1.4 A légica classica

A logica classica (LC) é fundamental no sentido em que as muitas e diversas logicas

contemporaneas sao quer extensoes quer generalizagoes dela, comummente diferindo
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dela com respeito a nocao central de consequéncia. Introduzimos agora alguns as-
petos elementares de LC. (Um tratamento mais detalhado pode ser encontrado em,

por exemplo, Mendelson (2009).)

1.1.18. DEFINIGAO (logica classica). Se dados L7 e/ou LI nos restringi-
mos ao conjunto de valores de verdade W tal que W, = {V(erdadeiro), F(also)}, e

definimos termos, atomos e formulas do modo seguinte

termos t = x| f(ty, ..., tn)
atomos P (Q,...) = P (t1,....t,)
formulas A (B,...) = P|-A|AAB|AVB|A— B|

Ao B| (o)Al (3a) A

entao temos a teoria dos conetores logicos — (negacdo), A (conjuncdo), V (disjun-
¢ao), — (implicagao material), e <> (equivaléncia material) e dos quantificadores V

(“para todo”) e 3 (“existe um” or “para algum”) conhecida como logica classica.

Referir-nos-emos a linguagem proposicional de LC como [dgica proposicional clds-
sica (LPC) e a linguagem de primeira ordem de LC como Idgica de primeira or-
dem cldssica (LPOC). A interpretacdo para LPC mais difundida é a das tabelas
de verdade, nomeadamente das tabelas de verdade para Wy = {V,F} (ou {1,0},

correspondentemente):

A\ﬂA A|B|lAAB|AVB|l A= B|lAoB
V| F vIiv] v v v v
Fl v VIF| F v F F
F|lVv]| F v v F
F|IF| F F v v

1.1.19. DEFINIGAO (equivaléncia logica). Diz-se de duas formulas A e B que
sao (logicamente) equivalentes (denotado por A = B) sse ambas recebem o mesmo
valor de verdade em todas as atribuicoes de valores de verdade, ou seja, sse as suas

tabelas de verdade para o conetor principal sao idénticas.
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1.1.20. DEFINIGAO. Uma formula de LPC é uma tautologia se toma uniforme-
mente o valor de verdade V em toda e qualquer atribuicao de valores de verdade as

suas variaveis proposicionais. Denota-se uma tautologia arbitraria pelos simbolos T
ou W

Temos assim o conjunto TAUT de todas as tautologias de LPC:

TAUT = {¢ € F|val(¢) =V para todaval : F — Wy}.

1.1.21. RESULTADO. As férmulas seguintes sao tautologias bem conhecidas de
LPC:

(T1) AV -A (lei do terceiro excluido)
(T2) —(AN-A) (principio de nao contradicao)
(T3) A— A (lei da identidade)
(T4) ——A+ A (lei da negacdo dupla)
(T5) (A—-B)NA)— B (modus ponens)
(T6) ((A— B)A=B) — —A (modus tollens)
(T7) AVT
Demonstracao. A demonstracdo é por examinacao das tabelas de verdade. O

1.1.22. DEFINIGAO (contrariedade). Diz-se de uma férmula de LPC que é uma
contradicao se ela toma uniformemente o valor de verdade F em toda e qualquer

atribuicao de valores de verdade as suas variaveis proposicionais, ou seja,

val (¢) = F para toda val : FF — W.

1.1.23. PROPOSICAO. Denota-se uma contradicao arbitraria pelos simbolos L ou

[J. Temos imediatamente que
(*) AN-A=0
bem como

() AnNO=0.
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Obviamente, a negacao de uma tautologia é uma contradi¢dao, tal como o sao as
formulas A < —A, (AANB)AN—=(AV B) e (mAV —=B) <> (AA B), por exemplo.

1.1.5 Formas normais e légica clausal

Estamos agora em posicao de apresentar um algoritmo para as FNPs. Dada uma

formula ¢ em LPO, podemos transforma-la numa FNP em apenas quatro passos:

1. Remover todos os conetores — e <> de acordo com as seguintes definicoes:
(_>def) A—-B = —-AVDB
(des) A<+B = (A= B)AN(B—A)

2. “Empurrar para dentro” os conetores — usando as leis de de Morgan (DM1) e
(DM2) e as regras (Q1) e (Q2):

(DM1) -(AANB)=-AV-B
(DM2)  —(AVB)=-AA-B
(Q1) =V (A) = 3z (-A)
(Q2) —dz (A) = Vz (—A)

3. Renomear as variaveis ligadas de modo que cada uma delas ocorra apenas uma

vez.

4. “Empurrar para fora” os quantificadores utilizando as equivaléncias seguintes

(desde que = ndo ocorra em A):
ANVz (B)=Vz(AAB)

AVVz(B)=Vz(AV B)
ANTz(B)=3z(ANDB)

AV 3z (B)=3z(AV B)

A FNP é apenas uma de algumas formas normais. A obtencao de formas normais

é essencial para muitos procedimentos de demonstracao. Aqui deixamos as defini¢oes
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basicas da ldgica clausal, baseada em formas normais conjuntivas e nas respetivas
cldusulas (def. 1.1.31 abaixo).

1.1.24. DEFINIGAO. Definimos um literal como sendo um atomo (P) ou a negagao

de um atomo (—P). Dizemos que os literais P e =P sao complementares.

Referir-nos-emos frequentemente a um literal arbitrario como L e & sua negacao

como —L.

1.1.25. DEFINICAO. Diz-se de uma formula A que estd numa forma normal
conjuntiva (FNC) sse A tem a forma A = Ay A ... A Ay, n > 1, em que cada

Ay, ..., A, é uma disjuncao de literais, ou seja,

()

i=1 \j=1

Sejam Ay, ..., A, formulas. Abrevia-se A; A ... A A, como

e Ay V...V A, como

1.1.26. DEFINICAO. Diz-se de uma féormula A que estd numa forma normal
disjuntiva (FND) sse A tem a forma A = A; V...V A,, n > 1, em que cada

Aq,..., A, é uma conjuncao de literais, ou seja,

Mais rigorosamente, tem-se que uma formula em FNC tem a forma A}, (\/;”:1 Li,j)

e uma formula em FND tem a forma \/}_, (/\;n:1 Li,j)-

1.1.27. PROPOSIGAO. Seja {Aj, ..., A,} um conjunto finito de formulas. Entao,

Luis M. Augusto 18 Loégicas multivalentes



CAPITULO 1. NOGOES PRELIMINARES: METATEORIA, DEFINICOES
1.1. LINGUAGEM LOGICA BASICAS E NOTACAO

(V)
(W)= (A)

Demonstracao. (Esbogo) Temos que = (A) = (—A). Logo, obviamente a proposi¢io

J
—
>

=
N——
Il

estd demonstrada para n = 1 por = (/\3:l A;) = (\/}:1 ﬁA,-). A demonstracao segue

entao por inducao sobre n. O]

1.1.28. PROPOSIGAO. Sejam A uma formula em FNC e B uma formula em FND.

Entao —A é equivalente a uma féormula em FND e =B ¢é equivalente a uma férmula
em FNC.

Demonstragao. Se A esta em FNC, entao A é a formula A, (\/;L:1 LZ-J). Pela pro-

posigao 1.1.26, ~A = = ALy (VI i) = Vis, = (Vi Lis ) = Vis (Ajz —Lis).
A demonstracao segue de modo semelhante para =B equivalente a uma férmula em
FNC. O

Toda e qualquer formula pode ser transformada numa FNC ou numa FND em
trés passos principais aplicando as definicées (—g4ef) € (¢34ef), juntamente com as
leis da eliminacao da dupla negagao (T4), de de Morgan (DM1-2) e da distribuicao.
(Cf., por exemplo, Chang & Lee, 1973, p. 14.)

1.1.29. TEOREMA. Toda a férmula A é equivalente a uma féormula A; em FNC

e a uma formula Ay em FND.

Demonstracao. Segue imediatamente do material acima. A demonstracao é por

inducao sobre a complexidade de A. O

O teorema 1.1.29 garante a existéncia de uma férmula em FND equivalente a uma
formula A. De modo a encontrar essa formula basta computar a tabela de verdade
de A. Considerando-se as linhas em que A é verdadeira obtemos a formula em FND

equivalente a A.
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1.1.30. EXEMPLO. Sejaque A= (BV C)A((-BAC)V D). A tabela de verdade

de A apresenta-se do seguinte modo:

B C D|A|-A
Vv vV VIV |F
vV V. F|F |V
vV F V|V | F
V F F|F |V
F vV V| VI|F
F vV F|V]F
F F V|F| V
FF F|F |V

Temos entdao que a FND de Aé (BACAD)V (BA-CAD)V(-BANCAD)V
(=B AN C A =D). De igual modo, considerando-se negativamente as linhas em que A
é falsa, i.e., considerando-se a FND de —A e subsequentemente negando-a obtém-se
a formula em FNC equivalente a A. Assim sendo, a FND de =4 é (BAC A—=D)V
(BA-CAN-D)V(~BAN-CAD)V(=BA-C A-D); pela proposicao 1.1.27, a ne-
gagao desta FND produz a FNC (=B V -C'V D)A(=BV CV D)AN(BV CV —=D)A
(BVvCVD).

O método apresentado acima de transformacao de uma férmula numa FNC equi-
valente pode resultar numa “explosao” exponencial da formula. Pode-se evitar uma
tal explosao com métodos que preservam apenas a satisfazibilidade da formula ori-
ginal, mas que garantem um aumento linear. Um exemplo de um tal método é o
de Tseitin (1968) (ver por exemplo Harrison, 2009, p. 73, para uma apresentacao

sucinta deste método).
1.1.31. DEeFINICAO. Uma cldusula é uma disjuncao finita de literais. Uma
clausula com um literal apenas é uma cldusula unitdria. A cldusula vazia é a clausula

que nao contém nenhum literal.

Referimo-nos a uma clausula arbitraria como C' e denotamos a clausula vazia pelo

simbolo [. Designaremos um conjunto de clausulas por C.

1.1.32. PROPOSICAO. A clausula vazia é sempre falsa.
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Demonstracao. A falsidade da clausula vazia deriva do facto que ela nao tem nenhum

literal que possa ser satisfeito por uma interpretacao. O

1.1.33. DEFINIGAO. Uma expressao ou uma clausula diz-se bdsica (ground) se

nela nao ocorre qualquer variavel.

1.1.34. DEFINIGAO. C é uma cldusula de Horn se contém no méaximo um literal
positivo. Uma clausula de Horn com exatamente um literal positivo é uma cldusula

definida. C' é uma cldusula de Horn dual se tem no maximo um literal negativo.

1.1.6 Férmulas assinaladas e légica assinalada (introducdo)

1.1.35. DEFINIGAO. Uma formula assinalada tem a forma A [A;] paral < j <n
e em que A ¢ o sinal de A;. O sinal de uma férmula pode ser um valor de verdade
isolado v; € W, caso que se denota por v; [A], ou um conjunto de valores de verdade

S C W, denotando-se este tltimo caso por S [A].

Este formalismo, conhecido por ldgica assinalada, tem um papel importante na
automatizacao da demonstracao de teoremas em légicas multivalentes, e serd devi-

damente desenvolvido no Capitulo 4.

1.2 A consequéncia légica

Como se disse acima, a consequéncia légica é uma nocao central em qualquer sistema
logico. Passamos a abordar os varios aspetos que estao diretamente dependentes

desta nocao central.

1.2.1 A consequéncia tarskiana

Do ponto de vista da operagao de consequéncia C'q, um sistema logico S = (£, Cq)
é a teoria de que formulas (mais geralmente: asser¢oes ou frases) se seguem neces-

sariamente (ou seja, sdo derivaveis) de que outras formulas.
1.2.1. DEFINIGAO. Para um sistema logico S = (£, Cq), uma operacao tarskiana

de consequéncia Cq é um mapeamento Cq : 28 — 2F que satisfaz as seguintes

condicoes:
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Para todo X,Y C F',

(Cql) X CCq(X) (inclusao)
(Cq2) Cq(Cq (X)) CCq(X) (idempoténcia)
(Cq3) Cq(X) C Cq(Y) sempre que X CY (monotonocidade)

Para todo X C F', F C L, Cq(X) é o conjunto de todas as consequéncias de X
e ¢ € Cq(X) denota o facto que ¢ é uma consequéncia de X em L, ou, o que é o

mesmo, que ¢ pode ser inferido de X em L.

Se adicionalmente a (Cql) — (C¢q3) para qualquer substituicdo e € End (L) temos

que

(Sub) eCq(X) C Cq(eX)

dizemos que Cq é estrutural.

Um morfismo é um mapeamento de um objeto matematico (o dominio) para outro
(o contradominio) que preserva a estrutura dos objetos. Seja f um morfismo com

dominio X e contradominio Y; escreve-se entao f : X — Y. Se X e Y sao

conjuntos, entao f é uma funcao.

Um endomorfismo ¢ um morfismo f : X — X (denotado por End (X)).

1.2.2. DEFINICAO. Equivalentemente, pode-se considerar uma relacao tarskiana
de consequéncia R C 2F x F para um par (£, R) satisfazendo as propriedades

seguintes em que (X, ¢) € R denota que ¢ é uma consequéncia de X:

1. Se ¢ € R, entao (X, ¢) € R.
2. Se (X,¢) € Re (Y,9) € R para todo ¢ € X, entao (Y,¢) € R.

3. Se (X,9) € Re X CY, entao (Y,¢) € R.

Dado que a relagao de consequéncia R é vista como uma relacao entre um conjunto
de formulas e uma tnica féormula, toda a relacao de consequéncia R define uma

operacao de consequéncia C'q e vice-versa.
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1.2.3 PROPOSICAO. Pode mostrar-se que toda a consequéncia de matriz Cngy
(ver abaixo) é estrutural e, conversamente, toda a consequéncia estrutural C'q de
L e todo o conjunto de formulas X determinam uma matriz Lx = (£,Cq (X))
chamada a matriz de Lindenbaum para Cq; uma classe de matrizes envolvendo a
mesma algebra Lo, = {Lx | X C L} chama-se um ‘bundle” de Lindenbaum para
Cq.

Uma algebra (abreviando algebra abstrata) ¢ um par

A= (U,0)

em que U # () é o universo de A e O = {f1,..., fn} € 0 conjunto de operagoes
finitarias f; em ou sobre U. Exemplos de élgebras sdo grupos (ex.: (Z,+)), anéis
(ex.: (Z,+,-)), campos (ex.: (Q,+,-,—,0,1)) e reticulados (ex.: Z, =), em que Z

denota o conjunto de nameros inteiros {..., —2,—1,0,1,2, ...}, Z denota o conjunto

de niimeros inteiros positivos e Q denota o conjunto de ntimeros racionais.

1.2.2 Deducao, validade e satisfazibilidade

Para um sistema logico S, a operagao de consequéncia C'q especifica a classe de
inferéncias vélidas em S, ou, noutros termos, que inferéncias em S preservam a
verdade ou sao dedutivamente validas. Diz-se que uma inferéncia é dedutiva (vs.
indutiva ou abdutiva) se a conclusdo se segue necessariamente de um conjunto de
premissas. A operacao de consequéncia pode ser definida de um ponto de vista quer

semantico quer sintatico.

1.2.4. DEFINIGAO (validade). Seja I' um conjunto de formulas e A uma féormula
derivada de I'. Diz-se que A é vdlida sse nao ha nenhuma interpretacao que atribua os
valores de verdade V a todos os membros de I" (as premissas) e F a A (a conclusao),

e escreve-se I' = A. Uma formula é invdlida sse ndo é valida.

1.2.5. DEFINIGAO (satisfazibilidade). (i) Diz-se que uma interpretagao Z satisfaz
uma formula A sse valr (A) = V e denota-se esta relagdo por Z = A. Diz-se entdo
que Z é um modelo de A. Diz-se que uma formula A é satisfazivel (ou consistente)
sse existe uma interpretacao que é um modelo de A. Caso contrario, diz-se que A é

insatisfazivel (ou inconsistente).

(ii) Diz-se que uma interpretagio Z satisfaz um conjunto de formulas I' = { By, ..., B,,}

Luis M. Augusto 23 Loégicas multivalentes



CAPITULO 1. NOGOES PRELIMINARES: METATEORIA, DEFINICOES
1.2. A CONSEQUENCIA LOGICA BASICAS E NOTACAO

sse para todo B; € I', T = B;. Logo, temos que um conjunto de formulas é satisfa-
zivel (ou consistente) sse todos os seus membros tém um modelo em comum. Tal
implica que se pode ver I como uma conjuncgao das formulas By, i.e., I' = A, B;.

Caso contrario, diz-se que I' é insatisfazivel (ou inconsistente).

1.2.6. EXEMPLO. Seja Z uma interpretacao para Ly, T é uma assinatura (i.e.,
para uma formula ¢ € L, := Pred (¢) U Fun (¢) UCons (¢)) e W = {vg, ..., vp_1}-

Temos que:

ITETeIFE L

TEonbsselldel o
TEoVisseI=gonlfy
TEo—¢sselFgouTl o
Tkoovselidelly, onlFgelky

TE-¢psseLF ¢

T |= (Vx) ¢ sse I3 = ¢ para todo d € 9

ZE (Jz)¢psse L] = ¢ paraalgum d €

1.2.7. DEFINICAO. Uma formula A é uma consequéncia ldgica de um conjunto
de formulas I' sse toda a interpretacao que satisfaz I' também satisfaz A. Denota-se

esta relagao por I' = A.

E agora 6bvio que uma formula A ¢ valida sse (1) toda a interpretacio de A é

também um modelo de A e (2) A é uma tautologia. E ainda 6bvio que
e Uma formula é valida sse a sua negacgao é insatisfazivel.

e Uma formula é insatisfazivel sse a sua negacao é vélida.

Uma formula é invalida sse existe pelo menos uma interpretacao que a falsifica.

Uma formula ¢ satisfazivel sse existe pelo menos uma interpretacao que a torna

verdadeira.

Se uma formula é vilida, entdo é satisfazivel (mas o contrario ndo se verifica).
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e Se uma féormula ¢ insatisfazivel, entdo ¢ invalida (mas o contrario ndo se veri-

fica).

1.2.8. TEOREMA (teorema da deducao). I' = A sse ' U {—A} ¢ insatisfazivel.

Demonstragao. (=) Para qualquer interpretagao Z verifica-se que quer valz (B) =V
para todo B € T' e valz (A) = V (logo, valz (—A) = F), quer valz (B) = F para
algum B € I'. De qualquer modo, temos que valy (' U {—=A}) =F.

(<) Para qualquer interpretacao Z, temos que ou valy (B) =V para todo B € '
e valy (mA) = F (logo, valz (A) = V), ou valz (B) = F para algum B € I'. Logo,
valy (A) =V sempre que valz (I') =V e temos entdo que I' = A. O

Sera tutil dar agora uma formulacao equivalente do teorema da deducao:

1.2.9. TEOREMA (teorema da dedugdo). Dado um conjunto de férmulas I' =
{Bi,..., By} e uma formula A, A é uma consequéncia logica de I" sse a formula
((Bi A ...\ B,) — A) évalida.

Demonstracao. A prova segue-se imediatamente do material acima. O

O que se disse acima permite-nos agora uma reformulacao da definicao de equi-

valéncia logica:

1.2.10. DEFINIGAO. Duas formulas A e B sao equivalentes sse (1) tém exata-
mente o mesmo valor de verdade em todos os modelos, (2) A= Be B | A, e (3)
A < B é uma tautologia.

1.2.11. TEOREMA. Uma féormula A é uma consequéncia ldgica de um conjunto
de formulas I' = { By, ..., B, } sse a formula (B; A ... A B, A ~A) é insatisfazivel.

Demonstracao. Segue-se do teorema 1.2.9 que A é uma consequéncia logica de I' =
{By,..., By} sse a negagao de ((By A... A\ B,) — A) ¢ insatisfazivel. Com efeito,
temos que = ((By A ... A B,) — A) = By A... A B, A=A (por aplicacao da defini¢ao
de —, das leis de de Morgan e da propriedade de associatividade). O
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Mas a consequéncia logica pode estabelecer-se antes de, e mesmo sem, uma inter-
pretacao através da aplicagao de regras puramente sintaticas, caso em que se aplicam

as seguintes definicoes:

1.2.12. DEFINICAO. Diz-se que I" prova A, ou que A é demonstrdvel or dedutivel
de I', e escreve-se I' = A, se A se obtém de I' por meio da aplicacao finita de uma

ou mais regras de inferéncia.

1.2.13. DEFINIGAO. Uma regra de inferéncia é uma expressao com a forma geral

T.FA,...T,FA,
TFA

em que I' = A é um sequente, uma expressao composta por um antecedente I' e um

sucedente A, ambos sequéncias de formulas.

Dado um sistema logico S = (L£,F), se O - A (i.e., A € Cq (D)), escrevemos entdo

simplesmente F A.

1.2.14. DEFINICAO. A ldgica de S, denotada por Ag, é o conjunto dos teoremas
(As ={¢p € L] - ¢}) ou formulas vilidas (As ={¢p € L| = ¢}) de S.

1.2.3 Correcao e completude

Ambas as nogoes — seméantica e sintatica — de consequéncia logica sao fulcrais para
um sistema logico na medida em que exprimem os resultados metateodricos fun-
damentais de correcao e completude. Seja S um sistema légico com uma teoria

semantica.?
1.2.15. DEFINIGAO (correcao). S é correto se, se I' g ¢, entdao I' =g ¢.
1.2.16. DEFINICAO (completude). S é completo se, se I' =g ¢, entdo ' g ¢.
A defini¢ao 1.2.15 significa que tudo o que é demonstravel em S ¢ de igual modo

logicamente verdadeiro, ou seja, S nao demonstra falsidades. Quanto & definicao

1.2.16, esta significa que todas as verdades logicas em S sao demonstraveis em S.

20u, o que é o mesmo, sejam S = (L,F) e T = (L, =) sistemas logicos sintéatica e semantica-
mente derivados, respetivamente, numa mesma linguagem L. Entdo, avalia-se a corre¢io e a
completude de S com respeito a T.
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Juntas, a corre¢ao e a completude exprimem o facto que num sistema logico se pode
derivar tudo o que deve ser derivado (o sistema é completo) e nada que nao deva
ser derivado (o sistema é correto). E 6bvio por estas defini¢coes que S é correto se

Fs C =5 e fortemente completo se =g C Fg.

1.2.4 Sistemas axiomaticos

E pratica comum especificar uma operagao/relagdo de consequéncia por meio de
um sistema ariomdtico (ou dedutivo), i.e., um conjunto de esquemas de axiomas
juntamente com um conjunto de regras de inferéncia. Com efeito, as logicas estru-
turais caracterizam-se por meio dos seus axiomas e regras de inferéncia. A logica A
derivada a partir de um tal sistema ¢é o conjunto de todos os axiomas e de todas as

formulas fechado sob as regras de inferéncia.

1.2.17. ExXEMPLO (LPCA). O sistema axiomético para a logica proposicional
classica conhecido por sistema de Frege-fukasiewicz e que designamos como LPCA

é constituido por:

e Trés esquemas de axiomas:

(LPC1) A— (B—A)
(LPC2) (A= (B—0C)— (A= B)—=(A—0))
(LPC3) (nA— —-B)— (B—A)

e Uma regra de inferéncia (modus ponens):

(MP) A A— BFB

Com se pode ver, os conetores — e — sa0 primitivos, e os restantes trés conetores

definem-se do modo que se segue:
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AV B = -A— B
AANB = —|(A%—|B)
A+ B = (A— B)AN(B— A),

—((A— B) - (B — A))

LPCA é correto e completo, sendo logo adequado para LPC de acordo com a

definicao seguinte:

1.2.18. DEFINIGAO (adequagao). Diz-se que um sistema axiomatico X é adequado
para um sistema logico S sempre que o conjunto de tautologias derivadas por meio
dos seus conetores primitivos coincide com o conjunto dos teoremas de S, ou seja,

quando a axiomatizacao de S por meio de X é igualmente correta e completa.

1.3 Resultados elementares adicionais

1.3.1 Matrizes e algebras légicas

Concentramo-nos agora em £ de um ponto de vista algébrico. E com frequén-
cia produtivo (ex.: Rasiowa, 1974; Stachniak, 1996) ver uma linguagem L7 =
(F, 01, ...,0,,) como uma dlgebra de formulas em que F' é um conjunto de formulas,
O, ...,0,, sdo operacoes finitarias sobre I e a algebra £ é gerada livremente
(ver abaixo) pelo conjunto Vp de variaveis proposicionais. No caso especifico de

LPC temos que

Ekpm” = (F,—,—=,V,A\, <)

¢ uma algebra abstrata de tipo (1,2,2,2,2).

Por exemplo, um grupo ¢ uma algebra de tipo (2).

Diz-se de uma élgebra que é de tipo (n4, ..., nx) para n; a aridade das suas operagoes.

1.3.1. PROPOSICAO (Axioma de Frege). Seja ¢ uma formula de £77°P; de modo
a interpretar £F7 temos de atribuir a ¢ um significado. O significado de ¢ é o
seu correlato semdntico. Seja </ o contradominio de todos os correlatos semanticos;

duas condigbes tém de ser satisfeitas para um mapeamento r : F — o/ (Frege,
1892):
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e (*) Ha exatamente um correlato semantico associado a cada ¢ € F (i.e., r é

uma func¢ao).

e (**) (Principio de extensionalidade) Duas formulas £, 1 € F podem substituir-
se mutuamente num qualquer contexto proposicional ¢ € F sempre que r (§) =

r (1) ou, noutras palavras, quando para cada ¢ € F, p € Vp temos que

r(¢(&/p)) =7 (o (/p)) sse r(§) =r(¥),
em que ¢ (£/p) e ¢ (1¥/p) denotam as formulas que resultam de ¢ apos a subs-

tituicao & (¢) em vez de p.

De facto, (**) asserta que a denotagdo de uma proposi¢ao ¢ uma fun¢io da deno-
tacdo dos seus componentes. A versao puramente sintitica do principio de exten-
sionalidade tem um papel importante em muitos sistemas axiomaéticos, pelo que é

pertinente introduzi-la aqui.
1.3.2. DEFINIGAO. Uma substitui¢io de uma formula ¢ (py, ..., p,) com no ma-

ximo py, ..., p, variaveis é uma qualquer formula e = ¢ (ep1/p1, ..., ep,/pn) obtida

a partir de ¢ pela substituicao simultanea de pq,...,p, por uma qualquer férmula

€pP1, .-+, EPn-

1.3.3. PROPOSIGCAO. A regra de substituicao

(SUB)  ¢/ed

asserta que se uma formula ¢ é um teorema, entao qualquer uma das suas instancias

de substituigao (i.e., formulas extensionalmente equivalentes) também é um teorema.

Uma interpretacio para £ pode ser uma estrutura

A = (%,fl, 7fm)

que é uma algebra semelhante a £ de acordo com o seguinte teorema:

1.3.4. TEOREMA (Suszko, 1957). Se &/ ¢é o conjunto de todos os correlatos

semanticos da linguagem L7 = (F,0y,...,0,,) e a funcdo r se define como na
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proposicao 1.3.1, entao para todo ¢ = 1,...,m a férmula

7 (0 (&1, -,60) = fi(r (&) 5,7 (6n))

define unicamente uma funcao f; em ./ com a mesma aridade de O;.

Todo o mapeamento s : Vp — & pode ser unicamente estendido ao homomor-
fismo hs : L — A tal que hy € Hom (EP”’I’,.A) e £ & uma algebra absoluta-

mente livre gerada por Vp na sua classe de semelhanca.

Um homomorfismo é um morfismo entre duas estruturas algébricas semelhantes.
Sejam A e B duas algebras semelhantes (ex.: grupos); um homomorfismo de A =
(X, f1, s fm) para B = (Y, g1, ..., gm), denotado por Hom (A, B), ¢ um mapeamento
h: X — Y, em que X e Y sao os universos de A e B respetivamente e se tem que
para todo &1, ...,&, € X, n > 0 é a aridade de f;,

h(fz (gla mufn)) = fi (h (51) EEEE h(gn)) :

Por outras palavras, um homomorfismo preserva todas as operagoes. Por exemplo,
sejam G e H dois grupos com a operacao +; entao, h : G — H é um homomorfismo
sse para todo g1,90 € G se tem que h(+(g1,92)) = +(h(91),h(g2)), ou numa
notacao mais habitual, h (g1 + g2) = h (g1) + h (g2).

Diz-se que uma élgebra A = (X, fi,..., fm) é absolutamente livre se existe um
conjunto G C X de geradores de A tal que todo o mapeamento s de G para o
universo Y de uma &lgebra semelhante B = (Y, g1, ..., gm) se pode estender a um

homomorfismo de A para B. Diz-se que os elementos de G sao geradores livres de

A e diz-se de A que é livremente gerada por G.

Dado isto, podemos agora reformular a definicao de matriz logica 91, uma estru-

tura de interpretacao com um subconjunto distinto de elementos correspondendo a
frases de um tipo especifico como, por exemplo, proposi¢oes verdadeiras (cf. def.
1.1.13):

1.3.5. DEFINIGAO. Uma matriz ldgica 9 é um par (A, D) em que A é uma

dlgebra semelhante a linguagem proposicional £ e D C &/ é um conjunto nao

vazio do universo de A com D o conjunto dos valores designados de 9. Associado
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a toda a matriz 91 ha um conjunto de férmulas
E(M)={¢ € F|h(p) €D paratodo h € Hom (L, A)}

chamado o contetido de M e para toda a matriz M define-se a relagio =9y para todo
XCFo¢pelF,

X [=an ¢ sse para todo h € Hom (L, A) ,h(¢) € D sempre que h(X) C D.

1.3.6. DEFINIGAO. A toda a relacdo |=gp pode associar-se unicamente uma

operacao Cngy : 2 — 2F tal que

¢ € Cngp(X) sse X o ¢

Diz-se entao que Cngy é uma operagio de consequéncia matricial e a relacdo =gy €
uma relagdo de consequéncia matricial FpC 2F x F para 9, sendo que =gnC 28 x F

é uma generalizacao natural da relacao de consequéncia classica C'q (cf. def. 1.2.1).

1.3.7. EXEMPLO. Para £17% i.c., a linguagem proposicional da logica classica,

tem-se que a dlgebra de 2 elementos da logica cldssica tem a forma

AQ = ({07 1} s T VLA, H)

enquanto a matriz cldssica tem a forma

My = ({0,1}, 7, =, V, A, <>, {1}) = (As, {1})

e a relagao de consequéncia cldssica caracteriza-se do seguinte modo:

X Eam, ¢ sse, para todo h € Hom (ﬁfmp, Ag) ,h (¢) =1 sempre que h (X) C {1}.

O contetudo de M, é pois o conjunto que consiste nas formulas que sao consequén-

cias do conjunto vazio,
E(My) ={¢]| 2 ¢} =TAUT

Obviamente, TAUT é o conjunto de todas as tautologias classicas, i.e., férmulas que

sao esquemas exclusivos de proposicoes verdadeiras de LC.
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A propriedade distintiva da logica gerada por 9 é a sua estruturalidade (cf. def.
1.2.2). Com efeito, para toda a substituigao e € End (L)

X o ¢ implica que eX =gy e, ou de modo equivalente,
¢ € Cngn(X) implica que ep € Cngp(eX).

A propriedade fundamental das logicas estruturais é a sua representacao por meio

de uma matriz:

1.3.8. DEFINIGAO (representacao matricial). Para toda a operacdo de consequén-

cia Cq existe uma classe de matrizes K tal que para todo X € F|,

Cq(X) = N{Cny(X) | M € K}

Isto pode reformular-se como o teorema da completude procedendo do seguinte

modo:

1.3.9. TEOREMA (Malinowski, 1989). Chame-se a uma qualquer classe K de
matrizes para uma linguagem L£T7P uma semdntica matricial para L£F7P; entdo,
toda a semantica K para £ define uma funciao Cnk : L™ O X — Cnk(X) C
L tal que para todo X C L™ e para ¢ € LI™P ¢ € Cnk(X) sse para toda
a matriz 9 = (A, D) € K e toda a atribuicdo h € Hom (L'PTOP,A), se h(X) C D,
entdo h(¢) € D. Segue-se que se K é uma semantica para £ entdo a funcdo
Cnk & uma operacdo de consequéncia estrutural em L7, e diz-se que uma logica

(LP“’”, C’q) ¢ fortemente completa em relacao a K para LI se Cq = Cnk.

1.3.10. TrEOREMA (Lindenbaum; Wojcicki, 1969). Toda e qualquer logica é

fortemente completa com respeito a um bundle de Lindenbaum L¢,.

Demonstragao. Pode encontrar-se uma demonstragao em Malinowski (1989). O

Note-se que o teorema 1.3.10 implica que toda e qualquer logica tem uma seman-

tica verofuncional, nomeadamente uma semantica matricial.
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1.3.2 Multivaléncia légica

Falamos trivialmente de multivaléncia ldgica quando |W| > 2. Estamos agora em
posicao de definir critérios nao triviais para a multivaléncia logica. Com efeito, o
modo mais natural de obter multivaléncia logica é por meio das matrizes logicas.
Uma vez escolhida uma linguagem proposicional (tipicamente, Efmp ou um dos
seus redutos), define-se uma &lgebra de mtltiplos elementos A semelhante a ela
juntamente com o conjunto de valores designados D C /. Dizemos que a matriz
resultante 9 = (A, D) define uma logica multivalente sempre que E (9) nao pode

ser descrito por uma matriz de dois elementos.

Seja A = (X, fi1,..., fm) uma algebra abstrata. Diz-se que uma &lgebra B
(X, fi,..,fi) eumredutode Asemel,lec Ke K CI.

O problema posto nestes termos, usamos dois critérios para decidir quando é que

uma matriz 9 determina uma logica multivalente (Malinowski, 1993):

1.3.11. PROPOSICAO. Uma matriz 16gica 9M,,~o determina uma logica multiva-
lente sse nao existe nenhuma matriz de dois elementos 9, para LF7P que satisfaca

as seguintes igualdades:

2. Em,-, = Fm, (0u, o que é o mesmo, Cnay, ., = Cna,).

1.3.3 Completude funcional

Seja agora que n > 2, n € N; denotamos por E, o conjunto {1,2,...,n} e por U,
uma algebra qualquer da forma (E,, fi, ..., fin). Em especial, denotamos o conjunto
de todos os mapeamentos m-arios definidos em F,, com valores no mesmo conjunto
por

Zh={f|f:E'— E,}, m>0,m finito,

e denotamos o conjunto de todos os mapeamentos definidos em FE,, com valores em

Z" por

Zn=\J z;

mew

para w o conjunto de todos os nimeros naturais.
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Dizemos que uma funcao f € Z" depende de um argumento z;, 1 < ¢ < m, sse

existem u,v € F, tais que u # v e

f(xlw'wxifhuuxaﬂrl’ 75Em> # f(xh vy Li—1, Uy Tt 1, 7$m) .

1.3.12. DEFINICAO. Diz-se de um conjunto de fungoes X C Z, que é funcional-

mente completo sse pode definir-se qualquer funcao f € Z, por meio das funcoes
em X.

Por outras palavras, pode representar-se o mapeamento finito f : E" — E,
como uma composicao das operacoes fi, ..., fn. Diz-se entdo que uma algebra U,, é
funcionalmente completa (Post, 1921).

Embora seja uma propriedade que devemos estar preparados para dispensar em
certas circunstancias (por exemplo, no caso de logicas infinitamente multivalentes),
a completude funcional de &lgebras n-valentes é altamente relevante na medida em
que as logicas proposicionais que se fundam nelas sao logicas de todos os conetores
n-valentes extensionais possiveis.

Seguem-se alguns resultados importantes com respeito & completude funcional.

1.3.13. TEOREMA. Existe um algoritmo de decisao para a completude funcional

de subconjuntos finitos de Z,,.

Demonstracao. (Ver Bole & Borowik, 2003, p. 24-5.) O

1.3.14. TEOREMA (Post, 1921). Se U,, ¢ funcionalmente completo para m varia-
veis, m > 2, entao também é funcionalmente completo para m + 1 variaveis e é pois

também funcionalmente completo.

O teorema 1.3.13 reduz o problema da completude funcional das &lgebras mul-
tivalentes ao problema da definibilidade de todos os conetores unérios e bindrios:
dado n, numa légica n-valente um qualquer lugar dado na tabela de verdade pode
ser ocupado por n valores de verdade. Para um conetor de k lugares, a tabela de
verdade tem espago para

nXxXnx..xn=n"
—_—

k vezes
entradas e para cada uma delas havera uma qualquer de n possibilidades, pelo que

podemos ter
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nXnX..xn=n"
nk vezes
possiveis tabelas de verdade de k lugares para uma dada logica n-valente. Temos
pois que o numero de conetores unarios e binarios é de n" e n”Q, respetivamente.
Post (1921) produziu a primeira algebra logica n-valente para n > 2 mostrando
que de modo a estabelecer a completude funcional de U, é suficiente a geragao de
duas funcoes. Estas sao a funcao de rotacao ciclica com um argumento e a funcao

méaximo de dois argumentos

1 sexr=mn

1+ 1 sex=1#n

zVy=max(z,y)

para a negacao e a disjuncao, respetivamente.

Logo, toda a algebra de Post n-valente

é funcionalmente completa.

Existem ainda outros critérios de completude que podem ser tteis. Por exemplo,

1.3.15. TEOREMA (Stupecki, 1939a). Para n > 2, n finito, uma algebra n-valente

U,, é funcionalmente completa sse nela se pode definir
1. todas as operacoes de um argumento em F,;

2. pelo menos uma operacao de dois argumentos f(z,y) cujo contradominio con-

siste em todos os valores ¢ para 1 <1 < n.

1.3.16. TEOREMA. A algebra booleana de dois elementos

62 = ({071}7\/7/\7_'7170>7

da qual Py = (Es, —9,V) é um reduto, é funcionalmente completa.
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1.4 Exercicios

1. Determine o valor de verdade das seguintes féormulas pela construgao das respe-

tivas tabelas de verdade:

(a) 2 (A< B) & (2CA D))V =E); (b) (= (PVQ) A= (RVS)) = (R = =5);
(©) (PV=(RAS) = (QVT)V(=(PA=S))(d) (A= (BAC)) = (A= C);
(€) ¢ = = (V)

2. Verifique se as seguintes deducoes sao validas em LPC (1) utilizando tabelas de

verdade e (2) com o sistema axioméatico do exemplo 1.2.17:

(a) A«» B,C <+ DF A+ D; (b) "AVBFC; (¢c) "AF A — -4
(d) ANBEB < A; (e) ~¢0 = ¢ b ¢ () oAU | ¢ — ¢
(&) "PVQE-(PA-Q)

3. Utilizando o sistema axiomatico LPCA e regras derivadas demonstre os seguintes
teoremas de LPC:

(&) FA—= A (b) F = (A =A4); (¢) R = (6V —9)
() F(PAQ)V (=P V-Q)

4. Formalize as seguintes assercoes em LPOC:

a
b

) Toda a gente gosta de alguma coisa.
) O Pedro gosta de toda a gente.
¢) Nem toda a gente gosta do Pedro.

d) Ha quem néo goste do Pedro.
e

)
f)

(

(

(

(

(e) Algumas pessoas nao gostam de si mesmas.
(
(g) Ha algo do qual ninguém gosta.
(h)
(

(

(

(

(

Ha algo do qual toda a gente gosta.
h) H4 algo do qual nem o Pedro nem o Rui gostam.

i) Algumas pessoas gostam daqueles que gostam delas.

j) Algumas pessoas nao gostam daqueles que nao gostam delas.
1) Ninguém gosta do Rui.

m) Se alguém gosta do Rui, entdo detesta batatas.

n) Nenhum humano é imortal.
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5. Seja o dominio & o conjunto de todas as pessoas e defina-se A (z,y) como “z

ama y”. Traduza a seguinte frase em LPOC para portugués:
(Vz3yA (z,y) A ~FaVyA(z,y)) V (BaVy (z,y) A SzVy-A(z,y))

6. Seja o dominio 2 o conjunto de todas as pessoas e de todos os tempos (i.e.,
momentos) e defina-se E (z,y,t) como “z pode enganar y no momento ¢”. Traduza

a seguinte frase em LPOC para portugués:
Va (YVLE (z,y,t) ANVy3IE (z,y,t) A JyIt— (z,y,t))

7. Diga se a seguinte afirmacao é verdadeira ou falsa e justifique com exemplos: Uma
logica é de ordem superior se permite a quantificacdo de conjuntos ou se permite
que conjuntos sejam elementos de outros conjuntos. (Nota: Podemos identificar
conjuntos com predicados no sentido em que, por exemplo, o predicado P (z,y) é

verdadeiro sse x,y € P.)

8. Para cada férmula, indique qual a ordem dos seus constituintes e finalmente a
ordem da formula. (Nota: f(z) é um termo, mas f é uma funcdo, ou seja, um
conjunto ou um predicado no sentido em que por exemplo a fun¢do f(z) = 2z

corresponde ao conjunto f = {(z,2z) |z € N}; ver exercicio anterior.)

(a) P (x); (b) P () ANQ(P); () Ya (P (x)); (d) P(z, f, f(x));
(e) Va3S3IT3q (S (z,q (x)) AT (S))

9. Represente a seguinte proposicao em logica de segunda ordem: Existe um con-

junto S de nimeros naturais N que nao contém 5.
10. Transforme cada uma das seguintes formulas num conjunto de clausulas:

(a) (AAB)V=(C'V D); (b) (PAQ) = (RAS) = P); (¢) IyVa (P (x,y) = Q (z));
(d) 3yvaeP (z,y) = Q(x); (e) Yavy (P (z,y) V 32Q (z,y, 2));
(f) Vw3uIv ((-P (w,u) A Q (w,v)) = R (w,u,v))

)
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2 Logicas multivalentes

2.1 Algumas notas histéricas

E interessante verificar que Aristoteles, tido comummente como o criador da logica
bivalente, foi também o primeiro a questionar o estatuto bivalente (ou seja, ver-
dadeiro ou falso; consequentemente, nao simultaneamente verdadeiro e falso) das
proposicoes acerca de acontecimentos futuros. Com efeito, pode ler-se no seu De
interpretatione (IX, 19a30):

Uma batalha naval deverd ou ter lugar ou nao ter lugar amanha, mas
nao é necessario que deva ter lugar amanha, tal como também nao é
necessario que nao deva ter lugar, e contudo é necessario que deve ou

nao ter lugar amanha.

Estas proposicoes parecem ser nem necessariamente verdadeiras nem necessaria-
mente falsas, o que desafia tanto o principio da bivaléncia como os pilares da logica
classica, em especial a lei do terceiro excluido, de acordo com a qual para toda a
proposicao, ou ¢ verdadeira, ou é-o a sua negacao. Aristoteles parece com efeito
conceber um terceiro valor de verdade, intermediario, que se pode exprimir como
“indeterminado”.

Conhecido geralmente como o problema dos futuros contingentes, este foi um to6-
pico muito debatido na logica medieval, mas o verdadeiro progresso no estabeleci-
mento de logicas multivalentes que abordavam diretamente o problema so se deu nos
inicios do séc. XX, nomeadamente com J. Lukasiewicz, ap6s os desenvolvimentos
fundamentais de formalizacao na logica matematica da autoria de Boole e Frege. Es-
tes desenvolvimentos permitiram ainda que preocupacoes mais (meta)mateméticas
fossem formuladas e abordadas numa perspectiva légica multivalente, como foi o
caso de E. Post (Post, 1921) e mais tarde de S. Kleene (Kleene, 1938; 1952). Em-
bora estes dois problemas continuem a estar na base das motivacoes contemporaneas
para logicas multivalentes, estas cresceram em quantidade e diversidade: parece com

efeito nao s6 haver lacunas de valor de verdade,' como no caso dos futuros contin-

! Truth-value gaps, em inglés.

38



2.2. MULTIVALENCIA E PROBIGAPISUIIDINTERPREAS CAGTIVALENTES

gentes, mas ainda ezxcessos de valor de verdade,® ou contradigoes verdadeiras (por
ex.: leis inconsistentes; paradoxos de auto-referéncia), aspetos que levantam impor-
tantes questoes filosoficas com repercussoes legais e cientificas (Priest, 2008); a estas
juntam-se preocupages mais (meta)matematicas, muitas das quais tém a ver cada
vez mais com propriedades computacionais e com (aplicagoes praticas da) ciéncia
dos computadores em geral (ex.: Bolc & Borowik, 2003; Epstein, 1993; Fitting &
Ortowska, 2003; Karpenko, 2006).

Seja como for, as logicas multivalentes sao hoje elementos essenciais da logica
matematica e muitas delas tém formalizacoes adequadas, embora alguns problemas
interpretativos se mantenham em aberto. Comegamos a nossa discussao das logicas

multivalentes mais relevantes precisamente com estes tltimos.

2.2 Multivaléncia e problemas de interpretacao

2.2.1 A Tese de Suszko e a multivaléncia

Recorde-se da secgao 1.3 que uma interpretagao para uma qualquer linguagem

LPr? = (F, 0y, ...,0,,) pode ser dada por uma estrutura de interpretacao

A= (A, f1,... [m)

em que &/ é o contradominio dos correlatos semanticos de £77°. Isto mostra-
se muito conveniente quando |W| > 2, uma vez que através do homomorfismo
Hom (EPT’OP, .A) pode-se fazer os correlatos seménticos de proposigoes (i.e., factos e
situagdes) corresponder aos valores logicos propriamente ditos, os quais se acredita
comummente ser apenas dois, a saber, a verdade e a falsidade (ou seja, o contra-
dominio de & pode ser reduzido a {0,1}; ver Fig. 2.1); pela mesma razao isto é,
porém, altamente problematico, pois parece defender a nogao que a logica “propri-
amente dita” é bivalente, pondo assim em questao o estatuto dos sistemas logicos
multivalentes. Obviamente, o problema nao se poe com W5, dado que neste caso o
correlato semantico em A, de uma férmula em £§ "P & necessariamente verdadeiro
ou falso. A interpretacao seméantica nas logicas multivalentes ¢ um problema em
aberto na logica contemporanea que pode de facto ter impacto na automatizacao da
deducao destas logicas. Como tal, impdem-se algumas consideragoes acerca desta
questao.

Para comegar, fazemos notar, por um lado, que o teorema da completude (teorema

1.3.9) exprime o facto que toda a logica tarskiana tem uma semantica multivalente;

2 Truth-value gluts, em inglés.
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h
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Figura 2.2.1: Relacao entre a interpretacao homomorfica h € Hom (EP’"OP,A) ea
valoragao logica valy : FF — W.

por outro lado, R. Suszko, entre outros, mostrou que toda a seméantica multivalente
pode ser reduzida a uma semantica bivalente e barafustou contra a “multiplicacao
de valores logicos” (Suszko, 1977). Com efeito, dada uma linguagem L£77P e uma

matriz 9 = (A, D) para a mesma, definimos o conjunto de atribuigoes VWyy =
{valh | h € Hom (ﬁp’""p,A)} em que

1 se h(¢)€eD

valy (@) =
@) 0 se h(p)¢ D

Consequentemente,

X [Eam ¢ sse, para toda valy, € VWar, val,(¢) = 1 sempre que val,(X) C {1}.

Repetindo-se a definicao de atribuicoes logicas com respeito a uma qualquer ope-
racao de consequéncia estrutural C'q fazendo uso do bundle de Lindenbaum obtém-se
o importante resultado que toda a logica estrutural (EP TP, C’q) ¢ logicamente biva-
lente.

A posicao de Suszko de acordo com a qual ha apenas dois valores logicos, a saber,
verdadeiro e falso, é conhecida de modo mais ou menos informal como a Tese de
Suszko, e o seu autor empenhou-se em tornar esta tese nao trivial distinguindo
os dois valores de verdade ldgicos dos valores de verdade algébricos, os quais tém
apenas um papel referencial e podem ser em nimero infinito. Nesta perspetiva, as
logicas multivalentes sao obviamente também bivalentes, mas para |[W| > 2 elas sao
somente referencialmente multivalentes (vs. logicamente multivalentes). Ora, da-se
que de acordo com o Azioma de Frege (prop. 1.3.1) duas proposi¢oes de LPC com o
mesmo valor de verdade descrevem o mesmo objeto ou o mesmo facto, ou seja, tém

a mesma referéncia ou a mesma denotacao; consequentemente, do ponto de vista da
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logica classica o valor de verdade légico é o tnico atributo de uma proposigao que
interessa considerar.> Nesta perspetiva, os valores logicos e os valores referenciais
coincidem em LPC, mas sao obviamente distintos nas logicas multivalentes.

E provavel que as preocupacoes de Suszko nio incluam as miltiplas aplicacoes das
logicas multivalentes que sao hoje essenciais (ver Introdugao), razao pela qual ele
parece tao empenhado em elimina-las do panorama légico, mas ele realgou o facto
que um sistema légico é, num sentido fundamental, um sistema de preservacao da
verdade por oposicao a igualmente “nobre” falsidade. Numa linha de argumentacgao
proxima desta, Rescher (1969) defendeu que, embora as logicas multivalentes pu-
ramente abstratas possam ter aplicagoes importantes, podem bem nao ser mais do
que meros calculos no sentido estrito do termo.

E evidente que a bivaléncia logica de uma dada légica estrutural é uma con-
sequéncia direta da divisao dos elementos de ./ em dois conjuntos complementares
de valores designados e nao designados, D e o — D, respetivamente, por sua vez
uma consequéncia da construgao de matrizes logicas (ver Fig. 2.1; c¢f. Malinowski,
2008).

Com isto em mente, tentou-se ja construir matrizes nao caracterizaveis por conjun-
tos complementares (por ex., Malinowski, 2012). De facto, seja como for é ainda 1til
(se ndo mesmo necessario) em certas circunstancias trabalhar num contexto cléssico
bivalente, nomeadamente com a automatizacao da deducao em logicas multivalen-
tes em vista, e houve também j& muitas tentativas de encontrar reducoes bivalentes
para (as) logicas multivalentes (ex.: Caleiro et al., 2007). Mostramos em seguida
como isto pode ser feito de modo “natural” através das nocoes de quase-tautologia

(e logo quase-contradigdo) e quase-derivabilidade.

2.2.2 Verofuncionalidade, tautologia, contradicdo e

derivabilidade em légicas multivalentes

O mesmo resultado de bivaléncia classica pode obter-se pela consideracao do prin-
cipio de verofuncionalidade que se encontra na raiz da descricao matricial de LPC
através da sua generalizacao por meio do principio de interpretacao na secgao 1.3.1.
Visto que a maior parte das logicas proposicionais multivalentes sao de facto exten-

soes conservadoras de matrizes de LPC, pode-se determinar as condi¢oes-padrao que

3Isto expressa-se por meio do conetor da equivaléncia material em que a identidade no lado direito
é a identidade dos valores logicos (vs. a identidade das proposigoes)

x4y €e{l} ssex=y.
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nos permitem caracteriza-las como bivalentes. Adaptamos aqui Rosser & Turquette

(1952) de acordo com a notacao e defini¢oes acima.

2.2.1. PROPOSICAO. Dada uma qualquer matriz da forma
M. = (Un, Di)

em que U, = (En, f1, fn), En = {1,2,...,n} e Dy, = {1,2,...,k} para 1 < k <
nm € Nen > 2, 1 <k < n expressa um grau decrescente de verdade com 1 a
referir-se sempre & verdade e n a falsidade, temos as condicoes-padrao gerais. As
condicoes-padrao especificas descrevem os conetores que sao vistos como padrao:
Sejam —, —, V, A, <> func¢oes de uma dada matriz M, e seja {j1,jo, ..., jn} uma

familia de fun¢oes unarias de U,,. Se para todos x,y € E, ei € {1,2,...,n}

-z € Dy, sse  x ¢ Dy

r—=yé¢ Dy sse x€E€Dpeyéd Dy

xVy e Dy sse x € Dpouye Dy

x ANy € Dy, sse x € Dpeyée Dy
r>y€E Dy sse oux,y€ Dioux,yé Dy
Ji(x) € Dy sse  r =1

em que j; sao identificadores de valores logicos, ji, ..., jr SA0 assercoes € Jrii, ..., Jn
negacoes, entao dizemos que os conetores respetivos de 9, ;, satisfazem as condicoes-
padrao. Seja agora que O = {—, —,V,A, <>} e J, = {j1,J2, ..., jn}: & matriz M,
com um conjunto de funcgoes definiveis 7' C O U J,, satisfazendo as condi¢des-padrao
correspondentes chama-se T-padrdo e padrao se é T-padrao para T = O U J,,.

Por seu lado, toda a matriz O-padrio R, = (E,, -, —,V, A, <>, Dy) é epimorfica
com respeito a matriz classica 9y por uma mapeamento h : F,, — {0, 1} definido
por

1 se x € Dy

h(z) =
0 se z¢ Dy

elemento correspondente y € Y.

Um epimorfismo ¢ um homomorfismo definido por um mapeamento sobrejetivo.

Uma fungdo f: X — Y é sobrejetiva sse f (z) =y, i.e., se todo x € X possui um

Segue-se o resultado:
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2.2.2. RESULTADO.
FE (ﬁﬂ,k) = E(My) = TAUT.

Rosser e Turquette mostraram que o conteudo E (9, ;) de toda a matriz {— }UJ,-
padrao I, ;, ¢ axiomatizavel por meio do conjunto seguinte de axiomas e das regras
MP e SUB:

=
—

B — (A— B))

A—-(B—C))—=(B—(A—0))

A= B)—= ((B—=C)— (A—=0))

Ji (A) = (i (A) = B)) = (ji (A) = B)

Jn(A) = B) = ((Un-1(A) = B) = (.. = () (A) = B) = B) ...)
Ji(A) > Aemquei=1,2..k

Jitry (Ar) = (Jir—1) (Arz1) = (oo = Gy (A1) = Jp (O (A4, ., 4))) -.0)
em que f= f(i(1),...,i(r)), f ¢ uma qualquer funcao de M, ; e O um

=
Lo M

(
(
(
(y
(

=
SRS

N N N N N S
~J IS
S N N e e N

conetor proposicional associado a f

Apesar destes resultados, é evidente que a existéncia de valores de verdade mul-
tiplos poe seriamente em causa as importantes nocoes de tautologia e contradi¢ao
(def.s 1.1.20 e 1.1.22) e, por reflexdo, a no¢do fundamental de derivabilidade, se
aquelas sao imediatamente generalizaveis (como de facto o sdao) de modo a serem
aplicadas em sistemas logicos multivalentes. E facil de ver que se num sistema logico
multivalente S,, qualquer atribuicao de valor de verdade é sempre tal que difere de 0
el (ou F e V), entado o sistema em causa nao tem nem tautologias nem contradigoes
no sentido classico.

Contudo, pode-se “mitigar” este problema procedendo do modo que a seguir se

apresenta.

2.2.3. DEFINIGAO. Sejam dados um conjunto W,, = {vg, vy, ..., v,_1 } de valores de
verdade para n > 2 e um conjunto de valores designados Dy, C W,. (i) Diz-se de uma
formula invariavelmente tomando (ou podendo tomar) um qualquer v; € Dy, para
toda e qualquer atribuicao de valores de verdade para as suas variaveis proposicionais
que é uma quase-tautologia. (ii) Diz-se de uma formula invariavelmente tomando
(ou podendo tomar) um qualquer v; ¢ Dy para toda e qualquer atribuicao de valores

de verdade para as suas variaveis proposicionais que é uma quase-contradicao.
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Dado, porém, que um conjunto de valores nao designados nao é necessariamente
estabelecido como W,, — Dy, 1 < k < n, (ou seja, um conjunto de valores de verdade
nao designados nao tem de ser composto pelos valores de verdade que restam apos
a sele¢do dos valores designados; Rescher, 1969), denotamos um conjunto de valores
designados por D e um conjunto de valores antidesignados por D~. Podemos entao

reformular a definicao 2.2.3:

2.2.4. DEFINIGAO. Sejam dados um conjunto W,, = {vg, vy, ...,v,—1} de valores
de verdade para n > 2, um conjunto de valores designados D*C W,, e um conjunto
de valores antidesignados D~ C W,,. (i) Diz-se de uma férmula invariavelmente to-
mando (ou podendo tomar) um qualquer v; € D7 para toda e qualquer atribui¢ao de
valores de verdade para as suas varidveis proposicionais que é uma quase-tautologia.
(ii) Diz-se de uma formula invariavelmente tomando (ou podendo tomar) um qual-
quer v; € D~ para toda e qualquer atribuicao de valores de verdade para as suas

variaveis proposicionais que é uma quase-contradicao.

Falaremos apenas de conjunto de valores designados e denota-lo-emos simples-
mente por D se nao considerarmos um qualquer conjunto de valores antidesignados.
Fazemos notar que para um qualquer v; € W,,, n > 2, nao é necessario que se ve-
rifique a condi¢do v; € DT sse v; ¢ D~. Esta estratégia permite-nos equacionar
conjuntos de tautologias e de contradigoes de logicas multivalentes com aqueles de
LPC (Rescher, 1969).

2.2.5. EXEMPLO. Os seguintes conetores sao tais que o sistema que definem (Bg;
ver abaixo) pode ter apenas tautologias bivalentes e contradigoes bivalentes; além
disso,

TAUT (Bs) = TAUT (Cy)

CONT (Bs) = CONT (C,)

em que TAUT(X) e CONT (X) designam respetivamente os conjuntos de tautolo-

gias e contradi¢oes de um dado sistema logico X. (Designaremos LPC por C,.)
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VAN V — 4
Al-A4 AB|V I FIV I F|IV I F|V I F
+V | F vV I|v 1F|[viIV|[Vv 1T F|VIF
41| 1 I |1 1 1|1 I 1|1 I I|I I 1
F|V F IF T FIVIF|VIV|F 1V

2.2.6. DEFINIGAO (quase-verofuncionalidade; Rescher, 1969). Um sistema S de
logica proposicional definido por tabelas de verdade que nao sao monovalentes mas
nas quais valores miltiplos podem ocorrer em pelo menos alguns lugares caracteriza-

se como sendo quase-verofuncional.

2.2.7. EXEMPLO (Rescher, 1969). Os conetores seguintes definem um sistema

quase-verofuncional:

A V — &~
Al-4 AB|V I F|V I F|V I F|V 1 F
+V | F v I v I Flv vV V|V I F|[V I F
|1 I |1 LF F|V IV 1|V IV 1|1 IV I
“F| vV F |F F F|[V I F|V V V|F I V

Evidentemente, tudo isto desafia a generalizacao da importante no¢ao de deriva-
bilidade classica as logicas multivalentes; em especial a nocao de validade pede uma
reavaliacdo. Das definicdes acima de quase-tautologia e quase-contradi¢do segue-se
a nocao de quase-derivabilidade, mas a nocao seguinte é a nosso ver ainda mais
relevante na medida em que de um certo modo junta as nocgoes de derivabilidade e

quase-derivabilidade (Bergmann, 2008):

2.2.8. DEFINIGAO (derivabilidade em grau). Num sistema logico multivalente
uma formula ¢ é deriwdvel em grau de um conjunto de formulas I' se o valor de
verdade de ¢ nunca pode ser inferior ao valor minimo de todas as formulas ¢ € T'.

2.2.9. PROPOSIGAO (validade em grau). Um argumento é vdlido em grau num
sistema logico multivalente se a sua conclusao é derivavel em grau do conjunto das

suas premissas.

Isto é prontamente generalizavel as logicas infinitamente multivalentes:
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2.2.10. DEFINIGAO (derivabilidade em grau n). Uma formula ¢ é derivdvel em
grau n de um conjunto de formulas I" se 1 —n, n C [0, 1], € a maxima disténcia para

baixo entre I' e ¢.

A nocao de wvalidade em grau n segue-se imediatamente. Fazemos notar que a
derivabilidade em grau 1 (a validade em grau 1) coincide com a derivabilidade em

grau (a validade em grau).

Contudo, a escolha de um conjunto de valores designados permite-nos uma defi-

ni¢ao mais geral de validade em logicas multivalentes:

2.2.11. DEFINIGAO (validade em logicas multivalentes). Dado um conjunto de-
signado D C W, D # () dizemos que uma inferéncia de uma féormula A a partir de

um conjunto de formulas I' é valida sse preserva valores designados, i.e.,
['Ep A sse para qualquer interpretagao Z, sempre que valz(B) € D

para toda B € I',valz(A) € D.

2.3 Propriedades estruturais das légicas

multivalentes

Acima abordamos relagoes interpretativas entre Cy e logicas multivalentes; intro-
duzimos agora algumas propriedades importantes de l6gicas multivalentes que as

colocam numa relagdo estrutural com C,. Seguimos Rescher (1969).

2.3.1. DEFINIGAO (normalidade). Numa tabela de verdade multivalorada dita
normal uma atribuicao de valor de verdade classica comporta-se exatamente como
em LPC, ou seja, toda a formula que é verdadeira nessa atribuicao na logica multi-
valente é igualmente verdadeira nessa atribui¢ao em C, e toda a férmula que é falsa
nessa atribuicdo numa logica multivalente é igualmente falsa nessa atribuicao em
Cs.

2.3.2. PROPOSIGAO. Diz-se de uma logica multivalente que é uma ldgica normal

se as tabelas de verdade dos seus conetores basicos sao normais.
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2.3.3. DEFINIGAO (uniformidade). Um conetor numa logica multivalente é uni-
forme se, sempre que ambas as entradas (de uma linha/coluna) na tabela de verdade
restritamente classica concordam no mesmo valor de verdade cléssico (ou seja, V ou
F) para uma formula composta, entdo a linha/coluna inteira apresenta o mesmo

valor de verdade.

2.3.4. PROPOSIGAO. Uma légica multivalente cujas tabelas de verdade dos seus

conetores basicos sao uniformes chama-se uma ldgica uniforme.

Apresentamos em seguida uma outra propriedade importante de algumas logicas
multivalentes que se tornard mais clara apés a abordagem da logica trivalente de

Kleene:

2.3.5. DEFINIGAO (regularidade K). A tabela de verdade de um conetor multiva-
lorado é K-reqular se nunca se da o caso que um valor de verdade classico é atribuido
quando a um dos constituintes é atribuido o valor de verdade I (indeterminado), a
menos que o valor de verdade classico ocorra uniformemente numa linha ou coluna
da tabela.

2.3.6. PROPOSIGAO. Uma logica multivalente é uma ldgica K-regular quando as

tabelas de verdade dos seus conetores basicos sao K-regulares.

2.3.7. DEFINIGAO (decisividade). A tabela de verdade de um conetor proposici-
onal de um sistema logico S,,, n > 2, é decisiva se, para o seu conjunto de férmulas

Fg se verifica que valg : Fg — Wh.

2.3.8. RESULTADO. Obviamente, Cy é decisivo.

2.4 Loégicas proposicionais multivalentes

2.4.1 Légicas de tukasiewicz

2.4.1.1 A légica proposicional trivalente L5 de tukasiewicz e o sistema
axiomatico LiA

Comecamos por introduzir a loégica proposicional trivalente de Lukasiewicz, denotada
por L. Isto permitir-nos-a importantes generalizacdes com respeito a logicas quer

finita quer infinitamente multivalentes.
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Os trabalhos em logica multivalente do logico polaco Jan Fukasiewicz datam de
pelo menos 1918, sendo no periodo entre 1920 e 1930 (Lukasiewicz, 1920; 1930) que
o seu sistema multivalente conhecido como L3 se estabeleceu. Este sistema tem trés
valores de verdade que designaremos por F, T e V, abreviacoes para “falso”, “nem
verdadeiro nem falso” (ou seja, intermédio ou indeterminado) e “verdadeiro”, respe-
tivamente. (Lukasiewicz concebeu originalmente o conjunto de valores de verdade
{0,1/2,1} e usa-lo-emos sempre que necessario. )

O valor de verdade I (originalmente: 1/2) foi motivado por proposiges contin-
gentes respeitantes ao futuro como, por exemplo, “Estarei em Varsovia dentro de
um ano”, as quais parecem ser nem verdadeiras nem falsas (uma lacuna de valor de
verdade; cf. sec¢ao 2.1) no momento em que sao proferidas, pois é possivel, embora
nao necessario, que o seu autor esteja de facto em Varsévia na altura indicada. Com
efeito, se a proposicao for verdadeira no momento em que é proferida, entao é ne-
cessaria, o que contradiz a suposicao; por outro lado, se for falsa, entao é impossivel
que o seu autor esteja em Varsovia na altura referida, o que de igual modo contradiz
a suposicao. Assim sendo, Lukasiewicz concluiu que se justificava a existéncia de
um terceiro valor de verdade representando “o possivel” e juntando “o verdadeiro” e
“o falso” (cf. Lukasiewicz, 1930 (ver trad.: 1967, p. 53)).

Com esta interpretacao da contingéncia futura em mente, Lukasiewicz introduziu
operadores modais para a possibilidade e para a necessidade, os quais denotamos

por { e [, respetivamente, definidos pela seguinte tabela de verdade:

A | QA | LA
ViV |V
vV | F
F| F F

E 6bvio que se eliminarmos o valor de verdade T desta tabela a introducdo dos
operadores modais torna-se trivial, com “A < OA”, “HA < A” e “A < QA”
apresentando-se como tautologias.*

De modo a construir L3, Lukasiewicz considerou como primitivos os conetores — e
— e, estendendo a sua interpretacao classica, propos as seguintes tabelas de verdade
para -z, e —p, (conetores e martelos com subindices denotando sistemas 16gicos s6

serao usados para desambiguar):

*Malinowski (1993), p. 19ss, desenvolve este topico.
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Al -A ~ v 1 F
V]| F VIV IiF
1|1 I |V V I
F| Vv F |V V V

Os trés conetores logicos restantes definem-se do seguinte modo:

AV B = (A—B)—B
ANDB = =(=AV-B)
A< B = (A= B)AN(B—A)

As suas tabelas de verdade apresentam-se como se segue:

o o= <<
< < <<
e
o o~ <|
oo~ < >
H o~ <<
= = |
= = <| T
b o~ <<
— < =
“ = |

Wajsberg (1931) mostrou que o fragmento (-, —) de L3 ¢ axiomatizavel naquilo
que designaremos por E3A (i.e., E3A é um sistema axiomatico correto e completo

para L3), constituido pelos axiomas F31-E34 abaixo e pelas regras de inferéncia MP
e SUB:

(Es1) A— (B— A

(E52) (A-B)—» ((B—=C)— (A—(0))
(E33) (=B —- —-A) — (A — B)

(E34) (A—=-4)—>A) — A

E evidente, dadas as definicoes acima dos restantes conetores de Ls, que L3A se
estende & totalidade de E3. Bergmann (2008) da uma descricdo completa de E3A,
do qual enunciamos um resultado importante (dois outros resultados importantes

serao enunciados abaixo):
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2.4.1. RESULTADO. Qualquer derivacao em LPCA que nao envolva LPC2 é uma
derivacao em E3A e todo o axioma que se pode derivar em LPCA sem utilizar LPC2

¢ um axioma derivado em EsA.

Adicionalmente, aumentando o conjunto dos conetores primitivos de EsA com T,
Stupecki (1936) obteve um sistema axiomdatico para a logica trivalente funcional-
mente completa. Com efeito, de modo a verificar que a algebra de trés elementos de
Fukasiewicz &5 = ({0,1/2,1}, -, —,V, A, <>) nao é funcionalmente completa basta
ver que a fun¢ao constante T : Tx = 1/2 para todo x = {0,1/2,1}; contudo, e pelo
teorema 1.3.15, a adicdo de T ao conjunto das funcgoes de L3 leva a uma algebra
de trés elementos funcionalmente completa; consequentemente, adicionando os se-
guintes dois axiomas a E3A obtém-se um sistema axioméatico para a logica trivalente

funcionalmente completa:

(Es5)  TA— -TA
(E36)  —TA—TA

Uma inspecao das tabelas de verdade dos conetores de L3 revela que quando se
considera apenas os valores de verdade V e F as tabelas de verdade de cada um
dos conetores sao exatamente as tabelas de Cy. Por outras palavras, sempre que os
conetores operam sobre formulas com os valores de verdade classicos, comportam-se
exatamente como os conetores correspondentes da logica classica.

2.4.2. RESULTADO. L3 é uma logica normal.

Demonstracao. A demonstracao é pela inspecao das tabelas de verdade de Cy e de

L3 nas atribuicoes dos valores de verdade V e F aos conetores das duas logicas. [

2.4.3. RESULTADO. L3 é uniforme.

Demonstracao. A inspecao das tabelas de verdade de L3 dos conetores —, A e V
mostra que estes sao uniformes. Além disso, o conetor <>, que nao é uniforme, pode

ser definido por meio de —. Logo, L3 ¢ uma légica uniforme. O]

2.4.4. RESULTADO. b3 nao é K-regular.

Demonstracao. A demonstracao é por inspecao das tabelas de verdade de L5, [
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2.4.1.2 Derivabilidade, tautologias e contradicées em L

Dadas as motivagoes originais de L3 (ver acima), justifica-se que a lei do terceiro
excluido (T1) ndo seja valida neste sistema logico; nem o é o principio de nao
contradi¢ao (T2). Pelo contrario, a formula A <> = A nao é uma contradi¢do em L.

O resultado seguinte é importante:

2.4.5. RESULTADO. Toda a férmula que é uma tautologia em L3 é igualmente
uma tautologia em Cs, e toda a formula que é uma contradigao em L3 é igualmente

uma contradicao em Cs.

Demonstracao. A demonstracao segue-se diretamente do facto que k3 é normal. [

2.4.6. RESULTADO. Se I' =z, A entao I' = A (onde | designa a consequéncia

classica).

Demonstracao. Como acima. ]

E porém evidente que o inverso dos resultados 2.4.5-6 nio ¢ o caso, ou seja, nao se
verifica geralmente que (i) toda a formula que é uma tautologia (uma contradigao)

em C, ¢ igualmente uma tautologia (uma contradigao) em Ls, e (ii) se I' = A entao
I' Ep, A. Isto mostra que TAUT (b3) C TAUT (Cg) e CONT (L) C CONT (Cy).

2.4.1.3 Generalizacbes multivalentes de L;

No inicio dos anos 1930, Lukasiewicz generalizou L3 a sistemas tanto finita como
infinitamente multivalentes. Um modo conveniente de capturar esta generalizacao

é por meio de uma matriz logica.
2.4.7. DEFINICAO. Uma matriz logica da forma
mn = (Lna 7, = VLA {1})

para (i) n € Nyn > 2 ou (ii) n = 8y ou n = N; chama-se uma matriz n-valente de

tukasiewicz se as condigoes seguintes sao satisfeitas

{0,1/n—1,2/n—1,...,1} sen € N,n > 2
Ly=19 {s/w:0<s<wsweNw+#0} sen =N
0,1] sen =N
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para a func¢do unaria — e as fung¢des binarias —,V, A, <> (- e — sdo primitivas)

definidas em £,, do modo seguinte:

rzr=1—=x

r — y=min(l,1 —z + y) ou, equivalentemente,

1 sex <y
r—y=
l—z+y sex >y

rVy=max(x,y)
r Ay =min(x,y)
zory=1—|z—y|

2.4.8. RESULTADO. Se identificarmos V e F respetivamente com 1 e 0 da série

- n—1n—2 2 1 0o
T n—1"n-1""n-1"n—-1n—-1
e identificarmos qualquer um dos valores intermédios Z—j, o %, ﬁ com [;, 0 <

1 < 1, facilmente vemos que

(1) LQ - CQ
(11) Lg = Lg
(iii) £ (M,>2) C E(My), i.e., My é uma submatriz de M,,~o.

Uma subdalgebra de A = (X, fi, ..., fn) € uma algebra B = (Y, g1, ..., gm) tal que
Y é um subconjunto de X fechado com respeito a todas as operacoes de A e as

operacoes em B se definem como restricoes a Y das respetivas operagoes em A.

Esta definicao estende-se as nogoes de matriz e submatriz légica.

Podem-se relacionar os contetiidos de matrizes finitas pelo seguinte teorema de
Fukasiewicz e Tarski (1930):

2.4.9. TEOREMA (condi¢ao de Lindenbaum). Para finitos n,m € N, as seguintes

condicoes sao equivalentes:

(i) £(9,) € E (M)

(ii) m — 1 é um divisor de n — 1, i.e., (m — 1) | (n —1).
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Agora com respeito a n infinito, dois importantes resultados sao demonstrados
por Malinowski (1993) (o resultado 2.4.10 também ¢ demonstrado por Gottwald,
2001):

2.4.10. RESULTADO. E (My,) = E (My,).

Isto permite-nos designar quer My, quer My, simplesmente por MNy.

2.4.11. RESULTADO. E (My,) = N{E (IM,) : n > 2,n € N}.

Fazendo n — 1 = k(m — 1), Rescher (1969) generalizou os resultados da condi¢do

de Lindenbaum do modo seguinte:

2.4.12. RESULTADO. Para todo o ntimero primo k£ temos a série

FE (gﬁN) cFk (ﬁﬁn(k+1)) Cc..CFE (9ﬁ2(k+1)) CcFE (9)21<k+1)) C (E (mg) =TAUT (Cg)) .

Fukasiewicz e Tarski (1930) conjeturaram e subsequentemente Wajsberg (1931)
demonstrou que o calculo proposicional infinitamente multivalente Ly pode ser axi-

omatizado, com MP e SUB, do seguinte modo:?

(Ex1) A— (B— A)

(Ex2) (A-B)=» ((B—=C)—= (A= 0))
(Ex3) (A — -B) — (B— A)

(Ex4) (A= B)—B)— ((B—A) = A)
(Ex5) (A—>B)— (B—A)) = (B— A)

Para n > 3, n é finito, L,, pode ser axiomatizado pela adigdo a byl - Ex4 (que para

este fim podemos designar por L,1-E,4) dos seguintes dois axiomas suplementares:

5Note-se que os trés primeiros axiomas sio comuns a Ey e Es; Ex5 depende dos outros axiomas.
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paral < j <n—1,j1n—1eem que os conetores binarios adicionais + e - se
definem como A+ B :=—-A — Be A-B:=—-(A — —B), kA é uma substituicao da
formula A+ A t ...+ A e A* & uma substituicdo da formula A- A - ... - A (Grigolia,

k vezes k vezes

1977).

2.4.2 Os sistemas légicos multivalentes de Kleene e Bochvar

Embora os sistemas 16gicos multivalentes de Kleene e Bochvar tenham na sua origem
motivacoes muito diferentes, podem ser tratados numa mesma sec¢ao com o objetivo
de apresentar as suas propriedades mais importantes, algumas das quais coincidem.
Estes sistemas facilitam ainda uma ponte entre as loégicas de inspiracao mais filosofica

de Lukasiewicz e as logicas de Post, as quais tém motivagoes mais matematicas.

2.4.2.1 O sistema légico trivalente de Bochvar

Tal como no caso de Lukasiewicz, a motivagao principal de Bochvar foi em grande
medida filosofica (mais estritamente: logica), mas enquanto aquele se preocupou
com lacunas de valor de verdade, este mostrou-se mais interessado nos excessos de
valor de verdade, ou seja, casos em que uma proposicao parece ser simultaneamente
verdadeira e falsa. Com efeito, em Bochvar (1939) a conjuncao é o conetor primi-
tivo (juntamente com a negacao) e é definida como no exemplo 2.2.5 (ignore-se os
conjuntos de valores designados e antidesignados). Dadas esta tabela de verdade da
conjuncao e a definicao da negacao igual a de L3, definem-se os outros conetores do

seguinte modo:

AV B = ~(-AAN-B)
A— B = —(AA-B)
A+ B = (A= B)A(B— A)

Uma inspecao superficial das tabelas de verdade dos conetores da logica de Bo-
chvar no exemplo 2.2.5 mostra que todos os conetores binarios, denotados por O?

(explicamos o subscrito BI abaixo), apresentam o seguinte padrao:
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2
OBI

—_— |

Este padrao concretiza a propriedade estrutural definida acima como regularidade
K (def. 2.3.5), uma propriedade que tem directamente impacto na existéncia de tau-
tologias e contradigoes. De facto, uma férmula na qual a um dos dois componentes
é atribuido o valor de verdade I tem por essa razao o valor de verdade I, tornando
assim inoperantes as nocoes de tautologia e contradicao. O terceiro valor de ver-
dade de Bochvar, que designamos por I por razoes de uniformidade, é por assim
dizer contagioso. Isto explica-se, de um ponto de vista metateérico, pelo facto que
a conjuncao ¢ um conetor primitivo e que o objeto de Bochvar sao os paradoxos
semanticos classicos da logica matematica, nomeadamente os paradoxos de Russell
e de Grelling-Nelson. FEm termos mais gerais, uma proposi¢ao como “Esta frase é
falsa” nao pode assumir um tnico valor de verdade (se verdadeira, esta proposigao
é falsa; se falsa, é verdadeira), sendo pois sem sentido, paradozal ou, na melhor das
hipoteses, indecidivel. De acordo com Bochvar, numa formula ¢ = A A B, sempre
que um dos dois conjuntos A ou B assume o valor I, tal deve tornar a conjuncao ¢

paradoxal ou sem sentido.

sse R ndo ¢ um membro de si proprio (formalmente: R € R <> R ¢ R).

O paradoxo de Russell, posto em 1901 por Russell a Frege, tem a seguinte formu-
lacao matematica: Seja R o conjunto de todos os conjuntos que ndao sao membros

de si proprios, i.e., R = {z |z ¢ x}; é facil de ver que R é um membro de si proprio

A consequéncia é a inconsisténcia da teoria dos conjuntos. Em termos mais estri-
tamente logicos, a nogao fregeana de fun¢do mostra-se inadequada (o Paradoxo de
Russell mostrara que uma fungdo ndo pode ser o seu proprio argumento) e a com-

pleta logicizacao da matemaética ambicionada por D. Hilbert mostra-se inexequivel.

vez que uma resposta quer afirmativa quer negativa leva a uma contradicao.

O paradoxo de Grelling-Nelson consta do seguinte: um adjetivo é autolégico sse
se descreve a si proprio (ex.: curto); um adjetivo é heterologico sse ndo se descreve a
si proprio (ex.: longo). Obviamente, um adjetivo é ou autoldgico ou heterologico. O

paradoxo poe-se quando se pergunta se o adjetivo heteroldgico é heteroldgico, uma

Por razoes que explicaremos abaixo, referir-nos-emos ao reduto acima como o

Luis M. Augusto ) Loégicas multivalentes



2.4. LOGICAS PROPOSICIONAISARITUDA RENIKSICAS MULTIVALENTES

sistema interno de Bochvar e designa-lo-emos por BL. A inspecao das tabelas de
verdade de B (ver exemplo 2.2.5; ignore-se os sinais +, & ¢ —) produz os seguintes

resultados:

2.4.13. RESULTADO. Os conetores de Bf sdo K-regulares e normais, mas nao sao

nem uniformes nem decisivos.
Logo, e nomeadamente gracas a regularidade K,
2.4.14. RESULTADO. BZ nio tem nem tautologies nem contradigoes.
2.4.15. RESULTADO. Se I' Epr A, entao ' = A

Mas nem toda a derivacio de Cy é uma derivacio em Bi. Isto mostra que

EprCls.

No que respeita o resultado 2.4.14, poder-se-ia aplicar os conceitos de quase-
tautologia (quase-contradigao) como uma férmula que nunca assume o valor F (res-
petivamente, V). Porém, Bochvar tem em mente dois niveis de asser¢ao no mesmo
sistema logico, sendo que além da comum assercao de uma féormula B como simples-
mente B (a asserc¢do interna), ele concebe ainda um segundo modo de asser¢ao de
acordo com o qual de uma féormula B se asserta “externamente” que é verdadeira ou
falsa. Para tal, concebeu o operador especial de assercao externa a : aB, caracteri-

zando estes dois modos de assercao por meio das seguintes tabelas de verdade:

B | Assercao externa aB | Assercao interna B
\% \% \%
I F I
F F F

Dado isto, os conetores externos (distinguidos por meio de *) definem-se do modo
* 2 ~ ’ . ~
que se segue, em que —A se & “A & falso”, A = B lé-se “se A é verdadeiro entdao B

sk
é verdadeiro”, AV B lé-se “A é verdadeiro ou B é verdadeiro”, etc.:

6 Abreviamos B como BI quando subscrito, uma vez que nao hé risco de ambiguidade. Faremos
o mesmo em casos semelhantes.
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-A = —aA
AVB = aAVaB
AAB = aAAaB
A5 B = aA—aB
AS B = aA<+>aB

Alguns calculos bésicos produzem as seguintes tabelas de verdade daquilo que

chamaremos o sistema externo de Bochvar e que designamos por BY:

A v = <
Al -A AB/V I F|V I F|V I F|T I F
V| F v v F F|V V V|V F F|V I F
I v I v r F|/V F F|/V V V|F V V
FlV F |F F F|V F F|V V V|/F V V

Os resultados que se seguem demonstram-se facilmente:

2.4.16. RESULTADO. Os conetores de BY sdo normais e uniformes, mas nao

K-regulares.
Logo,

2.4.17. RESULTADO. Os conetores de BY produzem um sistema com tautologias

e contradicoes. Com efeito, temos que
TAUT (BY) = TAUT (Cs)

CONT (BY) = CONT (Cy)

2.4.18. RESULTADO. (i) Se I' =pp A, entao I' = A; e (ii) se I' = A, entdo
r ):BE' A.

Segue-se o importante resultado:
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2.4.19. RESULTADO. De certo modo, BY estende Cy pelo aumento de W, i.e.,

W,y C WEPE sem que para tal se altere a funcao cléssica val : F — W, i.e.,
UalBE : FBE — WQ.
Segue-se o resultado 6bvio:

2.4.20. RESULTADO. Os conetores de BY sdo decisivos.

Temos assim que as tautologias e as contradicoes, bem como a derivabilidade,

coincidem nos casos Cy e BY. Em termos matriciais, a razao para tal é que a matriz
E * * * * *
B = {{V.LF}, 55,04, 6,{V}

identifica (ou nao distingue) I e F, enquanto as suas fungdes se comportam de modo

classico no que respeita a V e F.

Para concluir, enfatizamos que B¥, tal como
By = {{V.LF},~ = V,A &, {V}},
é um reduto da matriz de Bochvar

%3 = {{V,LF}7_',—>7\/7/\7<_>ai‘a_*>7\77/*\7<i>7 {V}} :

Isto realca o facto que o sistema logico trivalente de Bochvar é deveras um tnico

sistema, o qual designamos por B3. Contudo, convém ter em mente que somente
E(BY) = B (M)

2.4.2.2 A légica trivalente de Kleene

Como se disse acima, a logica trivalente de Kleene (Kleene, 1938; 1952) tem uma
motivacao mais claramente matematica do que a de Bochvar; mais especificamente,
foi pensada em grande medida com o objetivo de permitir a analise (l6gica) de
funcoes parciais. Por exemplo, dada a propriedade P tal que

P(z) sse 1<—-<2 z€R

K| —
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temos que

A% se%ﬁxﬁl

Plx)=4¢ 1 sex =0 ;
F  nos casos restantes

em que I (originalmente: «) claramente tem o significado de indefinido, ou indeter-
minado no sentido em que nao se pode determinar se P(z) é verdadeiro ou falso,
seja porque nao ha para tal nenhum algoritmo, seja até mesmo porque ¢ irrelevante
para a questao em consideragao.

Em Kleene (1938), as tabelas de verdade de K5 (o S sobrescrito tornar-se-a claro

em breve) sdo definidas do modo seguinte:

A V — <~
Al -A AB/V I F|V I F|V I F|V I F
V| F v v 1 F|/V V V|V T F|V I F
I I I r 1 p|vVv I I|V I T]1 I I
FlV rF|r rrv:Fr VvV VvV VF I V

A inspecdo das tabelas de verdade dos conetores de K5 produz os resultados

seguintes:

2.4.21. RESULTADO. Os conetores de K5 sdo normais e uniformes, mas nao sao

K-regulares (exceto ).

Dada a matriz
ﬁg = {{V’ L F} ) _>7 \/7 /\7 Ha {V}}

é evidente que
E (%) =0.

Isto leva obviamente a resultados indesejados como, por exemplo, as tautologias
classicas A — A e A +» A deixarem de o ser em K5. Em Kleene (1952), os conetores
acima sao designados como sendo fortes (strong), e novos conetores, desta feita fracos
(weak), para a implicacdo material, a disjun¢do e a conjungao sdo introduzidos (os
conetores da negagao e da equivaléncia material mantém-se inalterados) e definidos

do seguinte modo:
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ANV 1T F v IV I F - |V I F
vVi{iv I F viv I V vVi{iv I F
I | I T 1 I | T T 1 I | T T 1
FI|F I F FI/V I F F 'V 1 V

Temos entdo o sistema K} .Tal como com os conetores fortes, o objetivo foi fi-
xado tendo em vista funcoes proposicionais aritméticas, com a diferenca que agora
a recursao era a propriedade principal a considerar, ou seja, Kleene tinha em mente
um procedimento de célculo efetivo que permitisse decidir acerca do estatuto de
proposigoes aritméticas; se um dos constituintes de uma féormula complexa recebe o
valor de verdade I, entao o algoritmo simplesmente falha por “contagio” da indeter-
minagiao (em qualquer estadio da computagio),” tal como sucede em Bl; explica-se
assim o “K” no termo “regularidade K”: com efeito, refere-se a Kleene.

Temos os seguintes resultados importantes com respeito a KgV:
2.4.22. RESULTADO. Os conetores de K} sao normais, uniformes e K-regulares.

2.4.23. RESULTADO. Revisitando as tabelas de verdade e a matriz logica de Bi,

temos que
E(B) =E (&) =0.

Com efeito,
Opr = Okw

para Og o conjunto de conetores de um sistema logico qualquer S.

2.4.3 Légicas de Post

Formalizagoes das logicas de Post (Post, 1921) sdo especialmente importantes dadas
as muitas aplicacoes a que se prestam. Introduzimo-las sumariamente no Capitulo 1
e desenvolvemos agora o seu tratamento no devido detalhe. O aspeto que distingue
as logicas de Post das outras logicas multivalentes principais é a negacao, naquelas
regida pela seguinte tabela de verdade de acordo com a func¢ao de rotacao ciclica

acima introduzida:

"Quer isto dizer que Kleene nio estava interessado em remediar o problema da auséncia de tau-
tologias e de contradicoes na sua logica trivalente; ele parecia mais interessado em questoes de
recursao, o que torna o seu sistema potencialmente relevante para a teoria da computabilidade.
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A
1 2
2
3

n—2|n—1
n—1 n

n 1

Tal como nos Principia mathematica (Whitehead & Russell, 1910), a negacio
forma juntamente com a disjuncdo o par de conetores primitivos nas logicas de
Post. Define-se esta tultima nos sistemas de Post P, como, para n finito, AV, B =

min (A, B),® e os restantes conetores definem-se entao como se segue:’

AN, B = (A V, ,B)
A—, B = -, AV, B
A<, B = (A—=,B)N,(B—,A)

2.4.24. DEFINICAO. Para dado n > 2 e o conjunto de objetos linearmente

ordenados P, = {t1,1s,...,t,}, a estrutura algébrica

7Dn = ({t17t27 7tn} ) vn)

chama-se uma dlgebra de Post n-valente e a matriz *J3,, naturalmente associada a ela

f’Bn = ({tla oy ey tn} s s Vi, {tn})

¢ a matriz de Post n-valente.!°

2.4.25. EXEMPLO. Mostramos as tabelas de verdade dos conetores de P3 (omi-

timos o n subscrito):

¥No caso do sistema infinitamente multivalente de Post Py, a disjuncio ¢ definida como AV B =
maz(A, B).

9Post considerou ainda uma familia de 16gicas com dois parametros P#, em que o primeiro y dos
n valores de verdade é visto como designado.

1®Note-se, porém, que para alguns autores se define o conjunto de valores designados para P,
como Dp = {1}, com n a corresponder a falsidade (ex.: Gottwald, 2001; Rescher, 1969); ver
exemplo 2.4.25 e os resultados que se lhe seguem. Outros autores (ex.: Bolc & Borowik, 1992)
concebem o valor designado como Dp = {n — 1}, com 0 a corresponder a falsidade.
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A V — ~
Al -A AB|1 2 3|1 2 3|1 2 3[1 2 3
1 33 21 1 11 2 2|3 3 3
2 31 21 2 21 2 3|3 1 2
3 2 2 21 2 3|1 1 1}3 2 3

E facil de verificar que enquanto T1 ¢ E (3), a sua contraparte multivalorada

AV AV -—A é uma tautologia de P3. Com efeito,

2.4.26. RESULTADO.

AV =AV =AY ..V =5 A€ TAUT (P,).
N——

(n—1) vezes

Apresentamos agora as propriedades estruturais de P,,:

2.4.27. RESULTADO. Fazendo 1 corresponder a Ven a F, 1 <1 < n para i

correspondendo a I, facilmente se verifica com respeito a P,,~o que'!

(i) s6 o conetor da disjungao é normal;
(ii) s6 os conetores da disjuncao e da implicagao material sao uniformes;
(iii) nenhum destes sistemas é K-regular;

iv) nenhum destes sistemas ¢ decisivo.

E pois 6bvio que os conetores da conjuncao e da implicacao material, tal como o
da negacao, se comportam de modo muito diferente com relagao as suas contrapartes
classicas. Uma consequéncia disto é que, por exemplo, nem a negagao de T2, nem

nenhuma férmula

| AAN-AN—"—=AN... N =2 A
——

(n—1) vezes

pertence a TAUT (P,,).

" Note-se, contudo, que Post equipou as suas logicas ndo standard P, com uma interpretacio
semantica que nao interpreta proposi¢des mas sim conjuntos de proposicoes, o que cria algu-
mas duvidas quanto ao seu estatuto como logicas proposicionais (ver Rescher, 1969, p. 54-5;
Malinowski, 1993, p. 46).
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Embora métodos gerais de axiomatizagao para as logicas de Post tenham sido ja
concebidos (ex.: Stupecki, 1939b), os axiomas propriamente ditos ainda nao foram

produzidos.

2.4.4 Légicas difusas

Formalismos difusos como, por exemplo, conjuntos difusos grosso modo constituindo
ou contribuindo para a ldgica difusa (LD; fuzzy logic, em inglés), foram concebidos
para exprimir a vagueza na linguagem natural (Zadeh, 1965; 1975). A LD é rele-
vante no contexto das logicas multivalentes na medida em que, independentemente
dos problemas linguisticos e filosoéficos que originalmente motivaram a sua criacao
(ex.: o paradoxo sorites; predicados vagos como por exemplo “jovem”, “gordo”, “ver-
melho”, etc.), pode ser concebida como uma extensao de LC e das logicas finitamente
multivalentes ao permitir quaisquer valores de verdade no intervalo [0, 1], com 0 cor-

respondendo a (absolutamente) F e 1 a (absolutamente) V.

2.4.28. PROPOSICAO. Seja que para qualquer valor de verdade z € Wy p temos
que 0 <z <1, 1i.e., z € [0,1]; entdo |Wyp| = Ny pela cardinalidade do continuo e

pela hipotese do continuo.

A cardinalidade do continuo, denotada por |R| ou ¢, é o tamanho do conjunto
R dos ntmeros reais. De acordo com a hipétese do continuo, formulada em
1878 por G. Cantor, nao existe nenhum conjunto S cuja cardinalidade se encontre

estritamente entre as cardinalidades dos ntimeros inteiros e dos niimeros reais, i.e.,

-39 : R, < || < 2%

em que Ny é a cardinalidade do conjunto dos niimeros inteiros e 2% = N, = c.

Note-se que | [0,1] | = ¢.

2.4.29. DEFINIGAO (validade em LD). Seja o conjunto de valores designados
definido como D, = {x |z > ¢, € (0, 1]}; entdo dizemos que uma inferéncia I' =, ¢
¢ vdlida sse para todo 1) € I' e para todas as interpretacoes Z, se valr (1) > ¢, entdo
valz (¢) > «.

Qualquer logica definida deste modo é evidentemente uma logica multivalente.

De facto, rege-se pela definicao de consequéncia logica que se segue da definicao

imediatamente acima:
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2.4.30. DEFINICAO (consequéncia logica em LD). T’ |=rp ¢ sse para todo ¢ €

(0,1], ' |=¢ ¢.

Porque a LD tem por objetivo exprimir a natureza continua de algumas proprie-
dades da linguagem natural, o conjunto de valores de verdade de LD é o intervalo
[0, 1], sendo logo 6bvio que podemos conceber LD (ou um qualquer subconjunto de
LD) como idéntico a, ou uma variagao de, by, (ex.: Bellman & Zadeh, 1977). Con-
tudo, seria errado equacionar LD com by, (ou simplesmente Ly, dado o resultado
2.4.10). Com efeito, by é apenas uma das varias logicas conhecidas como ldgicas
difusas de norma-t, a classe mais importante de LDs. Convém pois comecar por
abordar a nogao de normas-t e a ldgica bdsica (LB) cuja construgao ela imediata-

mente permite.

2.4.31. DEFINIGAO. Uma norma-t (por extenso: norma triangular) ¢ uma funcao

*:[0,1]* — [0,1] tal que para todo x,y, z € [0, 1]

(TN1)  zxxy=yxzx (comutatividade)
(TN2) (xxy)xz=x*(y*2) (associatividade)
(TN3)  x <y implica que z *z < yxz (monotonicidade)
(TN4) lxx ==z (identidade)

(TN5) 0%z =0 (elemento absorvente)

2.4.32. EXEMPLO (normas-t continuas fundamentais). Para z,y € [0, 1]:

1. Norma-t de Lukasiewicz: z xzy = mazx (0, +y — 1)
2. Norma-t de Godel: z xgy = min (z,y)

3. Norma-t produto: x gy (= z-y

Em termos semanticos, uma norma-t é uma interpretacao de um tipo especifico
de conjuncao, &, conhecida como conjuncao forte, tal que x xy = x&y. Uma légica
difusa de norma-t determina-se pela selecao de uma funcao de norma-t continua
para o conetor &, definindo-se os restantes conetores em termos de & do modo que

se segue para todo x,y, z € [0, 1]:

z&y < z sse y <z — z (o residuo da norma-t)
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r—y=1ssex <y

r=x—0

r Ay = z&(x — y) (conjuncao fraca)
zVy=(z—=y) 2y Ay —z) =)

Pode ainda demonstrar-se que xAy = min(z,y) e xVy = max(x,y). E importante
frisar que se selecionarmos 1 como o tnico valor designado, de modo que D, = {1},
entdo toda e qualquer norma-t continua define uma logica continuo-valente L ().
Em especial, a logica LB (ldgica bdsica) caracteriza-se pela importante propriedade

que qualquer um dos seus teoremas é logicamente verdadeiro em toda a L (x).

2.4.33. DEFINICAO (LB). O seguinte sistema axioméatico, juntamente com a regra
MP, define o sistema LB para as féormulas A, B,C' e para a constante 0 denotando

Zero:

(LB1) (A— B)— ((B —(C)— (A= (0))
(LB2) (A&B) —
(LB3) (A&B) — (B&A)
(LB4) (A& (A — B)) — (B& (B — A))
(LB5) (A= (B—C)) = ((A&B) — C)
(LB6) ((A&B) = C) = (A— (B—C))
(LB7) (A—=B)—=C)—

((B—=A) —0C)—0C)
(LBg) 0— A

Diz-se das normas-t continuas do exemplo 2.4.32 que sao fundamentais porque
toda a norma-t continua ¢ uma combinagao delas (Hajek, 1998). Os conetores da
implicacdo material e da negagdo (como residuo ou pré-complemento, respetiva-
mente) delas derivados comportam-se do modo que se mostra abaixo, dando origem

as véarias LDs.

2.4.34. DEFINIGAO (Ly). Para a norma-t de Lukasiewicz pode demonstrar-se

facilmente que para todo z,y € [0, 1],

1 se v <y
T —y=
l—x+4+vy se T>y
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rzr=1—=x

Temos entao a [dgica de Lukasiewicz bxy.

2.4.35. PROPOSIGAO. Adicionando-se aos axiomas de LB o axioma
-—A— A

obtém-se um sistema axiomatico adequado para a norma-t de fukasiewicz.

2.4.36. DEFINIGAO (LG). Para a norma-t de Godel, temos que para todo z,y €
[0, 1],
1 se x <y
T—y=
y se >y

1 se =20
—_r =
0 se >0

Esta logica é conhecida como ldgica de Gidel (LG)."

2.4.37. PROPOSICAO. Adicionando-se a LB o axioma
A — (A&A)

obtém-se um sistema axiomético adequado com respeito a norma-t de Godel.

2.4.38. DEFINIGAO (LII). Para a norma-t produto, pode demonstrar-se facil-
mente que para todo z,y € [0, 1],

1 se <y
r—y=
y/r  se x>y

12Note-se que em LG & comporta-se exatamente como A.
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1 se x=20
—r =
0 se >0

Esta é a logica conhecida como ldgica produto (LIT).

2.4.39 PROPOSIGAO. Se adicionarmos a LB os seguintes axiomas,

—-—C = (((A&C) — (B&C)) — (A — B))

(AN-A) =0

obtemos um sistema axiomatico adequado com respeito a norma-t produto.

2.4.40. PROPOSIGAO. As élgebras LB e os seus casos especiais, a saber, as
algebras MV, as algebras G e as algebras II, sao semanticas algébricas para LB, Ey,

GL, e LII, respetivamente.

2.4.41 DEFINICAO (Hajek, 1998). 1. Uma dlgebra LB ¢ uma estrutura
LB = (o ,N\,V,*x,—,01)

em que A, V,*, — sao operacoes binarias e 0 e 1 sao constantes tais que

(LB1) (4,N,V,0,1) & um reticulado limitado

(LB2) (4,*,1) & um monoide comutativo

(LB3) * e — formam um par adjunto: ¢ < a — b sse a * ¢ < b para todo a,b,c € o
(LB4) aANb=ax(a—D)

(LB5) (a—=b)V(b—a)=1
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Um reticulado ¢ um par (P, R) em que P é um conjunto parcialmente ordenado
(ver abaixo) por R e para cada dois elementos a,b € P existe um supremo (menor
limite superior) e um infimo (maior limite inferior) de {a,b}. Alternativamente,
define-se um reticulado como um conjunto parcialmente ordenado para o qual se
verifica, para quaisquer elementos a e b, que a A b = inf (a,b) e a Vb = sup(a,b).
Um reticulado ¢ limitado se tem um limite inferior 0 e um limite superior 1 (ou I)

tais que para qualquer elemento a se tem que
aVli=1aANl=a,aV0=a,aN0=0.

Segue-se que todo o reticulado finito é limitado.
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Uma ordem parcial é uma relacao binaria R num conjunto P tal que para todo

a,b,c € P se tem que
e aRa (reflexividade);
e se aRb e bRa, entdo a = b (anti-simetria);
e se aRb e bRc, entdo aRc (transitividade).

Um conjunto com uma ordem parcial chama-se um conjunto parcialmente or-
denado.

E facil de ver que a relacdo < no conjunto de nimeros reais, a relacdo C no conjunto
poténcia & (A) de um dado conjunto A e a relacao de divisibilidade alb (a divide
b) no conjunto dos numeros inteiros positivos sao exemplos de ordens parciais.
Seja agora () um subconjunto de P, P é um conjunto parcialmente ordenado por

<. Temos entao as seguintes definicoes fundamentais:

e Um elemento M € P é um majorante ou limite superior de S se para todo

x € 5 se tem que x < M. Diz-se entao que S é limitado superiormente.

e Um elemento m € P é um minorante ou limite inferior de S se para todo

x € 5 se tem que m < z. Diz-se entao que S é limitado inferiormente.

e Um elemento s € P é o supremo de S se for o menor dos majorantes, i.e., se

para todo z € S se tem que x < sesex < s, entdo s < s,

e Um elemento 7 € P é o infimo de S se for o mairo dos minorantes, i.e., se

para todo x € S se tem que i < x e se ¢ < x, entao 7' < 1.
e Seja M € P um majorante; se M € S entao M é o maximo de S.

e Seja m € P um minorante; se m € S, entao m é o minimo de S.

Um monoide é uma estrutura algébrica com uma tnica operacao binéria associativa

(i.e., um semigrupo) e com um elemento de identidade. Se a operagao é comutativa,

entao fala-se de um monoide comutativo.

2. Uma algebra LB chama-se uma dlgebra MV (i.e., algebra multivalente) se, para

todo x € & e onde 2’ =z — 0,
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3. Uma algebra LB é uma dlgebra G (i.e., uma algebra de Godel) se para todo
T € A,

T =T*xT =2

4. Uma é&lgebra LB é uma dlgebra II (i.e., uma algebra produto) se para todo

x,Yy,z € A,

2

= (((xxy) = (zxy) = (x = y))

x ANz =0.

Terminamos esta seccao com algumas propriedades importantes facilmente de-

monstraveis destes sistemas logicos:

2.4.42. RESULTADO.

TAUT (ky) , TAUT (LG), TAUT (LII) C TAUT (C,)

CONT (Ly),CONT (LG), CONT (LII) C CONT (Cs).

2.4.43. RESULTADO. Os conetores proposicionais destas logicas sao normais para

os valores de verdade 0 e 1.

2.4.44. ResuLTADO. T' r, AT g AT Err Asse I' = A, mas o converso

nao se verifica.

2.4.45. RESULTADO. Toda a derivacao em grau e toda a derivacao em grau n
destas logicas (sempre que for o caso) é uma derivacao classica, mas o converso nao

se verifica.

2.4.5 Suplemento: A légica B, de Belnap

Apresentamos sumariamente como suplemento & seccao 2.4. uma logica que, ao

contrario das logicas desta secgao, nao é uma generalizacao da logica cléassica.
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N. Belnap (1977a, b) criou uma légica quadrivalente que permite o tratamento de
inconsisténcia na informacao com origem em fontes diversas. Para tal, Belnap con-
cebeu o conjunto de valores de verdade 4 = {V,F, A, N} que counstitui o reticulado

de aproximagdo A4 = (4,C),

assim denominado porque a sua ordem “aproxima a informacao em”, e as tabelas de

verdade constituem o reticulado l6gico L4 = (4, <),

assim denominado porque a sua ordem ¢ de facto uma ordem logica, com a conjuncao

e a disjuncao como as operagoes binarias de encontro e juncao, respetivamente.
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Seja o reticulado (P, A, V); entdo A e V denotam as operagoes binarias de encontro
(meet, em inglés) e jungao (join) respetivamente e satisfazem os seguintes axiomas

de (1) comutatividade, (2) associatividade e (3) absor¢ao para todo a,b,c € P:

(la) aNb=bAa

(1b) aVb=0bVa

(2a) (anb)ANc=aA(bAc)

(2b) (avb)Ve=aV(bVec)

(3b) aV(aNb)=a

De cada proposicao atémica P pode-se dizer que

1. é somente verdadeira (V), i.e., V. = {V}

2. & somente falsa (F), i.e., F = {F}

3. ¢é simultaneamente verdadeira e falsa (A [de ambos]), i.e., A = {V,F}

4. tem um estatuto (epistémico) desconhecido (N, de nenhum), i.e., N = {}

4

pelo que os valores de verdade sao mais precisamente “valores de verdade ditos”
(told truth values). Seguem-se as tabelas de verdade para a negacao, a conjungao e

a disjuncao em By:

Z ™ < |
2<ﬂda>§>
7 < | >
oo | >
7w < | <
e B B 5 B Lo 5 |
2 w2 |7
7w < p|<
<> < >»
< < < <<
7 < |
2 7 < <7
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Fazemos notar que 4 corresponde, enquanto conjunto de valores de verdade pro-
priamente dito, ao conjunto poténcia de Wy, i.e., 4 = {0, {V},{F},{V,F}}.

Considere-se a matriz logica B, = (Wy, -, A, V, D) (note-se a auséncia do conetor
para a implicagdo material); de acordo com as aplicagbes em vista, temos D = {{V}}
ou D = {{V},{V,F}}. Este tltimo conjunto de valores designados faz da logica
de Belnap uma Idgica de relevancia (ou ldgica relevante), um sistema logico que
impoe que o antecedente e o consequente de uma implicacao material apresentem
uma relacio relevante entre si.!* Um aspeto central de uma logica de relevancia é
a paraconsisténcia, ou seja, o facto que a existéncia de uma contradicao nao causa
uma “explosao”, querendo-se com isto dizer que uma tal logica rejeita o principio
(cldssico) de explosdo de acordo com o qual do falso tudo se segue (em latim: ez

falso/contradictione sequitur quod libet), formalmente expresso como (A A —-A) —
B.

2.5 Quantificacao em légicas multivalentes

Dada a panoéplia acima de logicas multivalentes, é compreensivelmente problematico
conseguir-se um método geral de quantificacao que sirva para todas elas, nomeada-
mente um método que generalize a quantificacao em LC as logicas multivalentes.
Um tal objetivo torna-se particularmente desejavel se se tem em vista métodos gerais
de raciocinio automéatico para estas logicas. Seja como for, a introducao da quan-
tificacao nestas logicas nao é livre de problemas quer numa abordagem mais geral
quer numa abordagem mais especifica de caso a caso. Apresentamos dois métodos
para a generalizacao de quantificadores para logicas tanto finita como infinitamente

multivalentes e abordamos ainda a quantificagdo em logicas difusas.

2.5.1 Quantificadores generalizados

Recorde-se que uma matriz logica 9t para uma linguagem proposicional £ =
(Vp,O) & um triplo M = (W, Fop, D) em que W é o conjunto de valores de verdade
e [W| > 2, Fop = {fo,,..., fo,} ¢ o conjunto de fung¢des de interpretagdo e D C
W, D # @ é o conjunto de valores designados. Podemos estender esta a uma matriz

logica de primeira ordem adicionando-lhe um dominio nao vazio de quantificagao &

e um conjunto F'qg = {fo, | Q: € Q} para Q) o conjunto de quantificadores e onde fq,

¢ um mapeamento de subconjuntos de W para W. (Abreviamos fp, por Q; (def.

13Para evitar proposicdes como “Se estou na lua, entdo dois e dois sdo quatro”, a légica de relevancia
impoe que é necessario (mas nao suficiente) que as premissas e a conclusdo partilhem férmulas
atomicas (no calculo proposicional) ou varidveis e constantes (no calculo de predicados).
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1.1.3).)

2.5.1. DEFINIGAO. A estrutura I* = (2, W, Fop, Fq, D) é uma matriz logica
para uma linguagem L£F7¢¢ (cf. def. 1.1.14).

Recorde-se ainda a definicao 1.1.6, de acordo com a qual o valor de Q;x é deter-
minado pelo conjunto de instancias de substituicao de uma féormula A dada uma
atribuicdo val e uma interpretacao Z, i.e, valy (Q;xA) = Q; (distrz,A) em que
distrra A = {valIgA | d e @}. Podemos agora definir isto por meio da funcao @VZ
como valz (Q;xA) = @({valz (Az (kq)) | d € 2}) para kg uma constante tal que
valy (kg) = d. A validade mantém-se como na definicdo 2.2.11. Interessam-nos

apenas dois quantificadores, V e d, para os quais, nos termos de LC,

2.5.2. Proposi¢Ao. Dado um dominio finito 2 = {di,...,d,} de constantes

nominais atribuidas a objetos verifica-se que

VeA(x) =g Ap (ka) A oo N Ay (ka,) = A(dy) N ... NA(dy)

rA(z) =9 Ap (ka)) V ...V Ay (kg,) = A(d1) V...V A(d,)

em que =4 designa a equivaléncia entre formulas numa qualquer interpretacdo em

9.

Isto é naturalmente generalizavel as loégicas multivalentes, nas quais tanto a con-
juncao como a disjuncao sao operacoes comutativas e associativas. Visto que nas
logicas multivalentes os valores de verdade se apresentam em graus ou numa sequén-
cia ordenada, um modo facil de generalizar a proposi¢ao 2.5.2 é por meio de funcoes
algébricas.

2.5.3. EXEMPLO. Para os sistemas logicos qL,, e qP,,, n finito, designando L, e

n?

P,, com quantificacao, respetivamente, para uma interpretacao Z num dominio Z,

valy (VrA(x)) = min{valz (F (d)) |d € 2}

valy (3zA(x)) = max {valy (F (d)) | d € 2}
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2.5.4. EXEMPLO. Para o sistema logico gLy , introduzem-se os quantificadores V

e 3 do seguinte modo:

valy (VxA(x)) =inf {valz (F (d)) |d € 9}

valr (AzA(x)) = sup {valzr (F (d)) |d € 9}

Um outro modo de generalizar os quantificadores classicos as logicas multivalentes

é por meio de descrigoes.

2.5.5. EXEMPLO. Para o sistema logico de Bochvar com quantificacao, define-se

vV e d como
\Y% quando valy (A(d)) =V paratodod €
valy (VzA(z)) =< 1 quando valz (A(d)) =1 paraalgumde 2
F caso contrario
e
F quando valy (A(d)) =F paratodod €
valz (3zA(x)) = I quando valz (A(d)) =1 paraalgumd €
\Y caso contrario

Todos os exemplos acima seguem a generalizagao proposta por Mostowski (1957).
Embora nos exemplos 2.5.3 e 2.5.5 (i.e., para logicas finitamente multivalentes)
possam surgir problemas devido & nova interpretacao seméntica dos quantificadores,
podem-se criar sistemas axiomaticos adequados para eles como extensoes de sistemas
axiomaticos para calculos proposicionais. Basta adicionar a um sistema axioméatico
apropriado deste tipo (ex.: o sistema axiomatico de Hilbert e Bernays (1934, 1939))

os axiomas A* e A**, a condigdo D e a regra GN (Malinowski, 1993) que se seguem:
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(A¥) Vo (A — B) = (A — VzB) (Condigao: = nao
ocorre livre em A)
(A*) VeA(x) — A(y) (Condigao: a

substituicao x — y €
permissivel, i.e., ¥ nao
deve ocorrer ligado

onde x ocorre livre

em A(z))

(D) JrxA = —-Vz (-A), VA = -3z (-A) Propriedade de
mutua definibilidade
dos quantificadores

(GN) A(z)/VyA(y) Regra de

generalizacao

No entanto, as logicas infinitamente multivalentes suscitam maiores dificuldades.
Por exemplo, o conjunto {Z (A (d)) |d € Z} pode nao conter um elemento minimo
ou maximo no caso do conjunto Z ser infinito, sendo logo as operagoes min e max
impossiveis. Um caso problematico ¢ o de gy, visto que o conjunto de valores de
verdade desta logica nao é fechado sob as operacgoes de conjuncao e disjuncao. Tal
como para qly, , demonstrou-se (Scarpelini, 1962) que se os quantificadores V e 3
forem introduzidos como no exemplo 2.5.4 qLy, ndo é axiomatizavel.

Partindo da intuicao que os quantificadores podem ser tratados como funcoes
sobre o conjunto de pares (z,F), x € V e F é uma formula (ex.:. VzF(x) =
Q1(z, F); 3z F(z) = Qa(x, F)), Rosser e Turquette (1952) elaboraram uma teoria
geral da quantificagdo para logicas finitamente multivalentes. Apresentamos de se-

guida alguns dos pontos mais importantes desta teoria.

2.5.6. DEFINIGAO. Um quantificador generalizado RT'* é uma féormula com a

forma
Qi (1171,372, vy Ty s F17 F27 7-F1tz)

em que T, To, ..., Ty, SA0 variaveis nominais e [y, Fy, ..., F, sao formulas compostas

por predicados, variaveis (proposicionais ou nominais) e conetores.

E imediatamente 6bvio que um quantificador generalizado RT pode assumir ml-

MTniciais de Rosser e Turquette.
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tiplas varidveis e varias formulas. A ideia é avaliar as fungoes (Q; por meio de uma
interpretagdo que atribua a formulas valores do conjunto {1,2,...,n} e em que os
quantificadores multivalentes se constroem por meio dos conetores entre as féormulas.
Para tal, Rosser e Turquette propuseram a nocao conveniente de formas normais
parciais (FNPcs) tanto para os conetores como para os quantificadores. No caso
dos primeiros, para um dado conetor O (abreviando O;), a i-ésima FNPc é um es-
quema de expressio de formula assinalada (ou seja, uma férmula com um sinal)!®
F, = O (A4, As, ..., A,) contendo apenas formulas (assinaladas) Aj, Ao, ..., 4, e em

FNC.

2.5.7. EXEMPLO. Os lados direitos das igualdades sao as FNPcs dos conetores —
e V de Ls:

V[-4] F[4]

[[-A] = I[A]

F[-A] = VI[4]

VIAVB] = VI]A]VVIB]

[[AvVB] = (I[A]VI[B])A(F[AVI[A])A (F[B]VI[B)
FIAVB] = F[A]AFI[B]

Pode-se agora facilmente produzir as FNPcs dos restantes conetores de b3 (e as
respetivas negagcoes; ex.. —(F [AV B]) = =F [4] V =F [B]), uma vez que é evidente
que elas sao a enumeracao ezaustiva das interpretacoes de cada conetor; além disso,
sao mutuamente exclusivas no sentido em que numa qualquer dada interpretacao
exatamente uma das FNPcs é avaliada como sendo verdadeira.

Dado o esquema da expressdo de formula assinalada F; = O (Ay, Ag, ..., A,), €
agora facil de ver como é que a estratégia das FNPcs se aplica as fungoes @; tal
como estas foram definidas acima de modo a especificar o comportamento verofun-
cional dos quantificadores nas logicas multivalentes. Em primeiro lugar, recorde-se,
da definicao 1.1.3, que uma funcao de verdade para um quantificador @); ¢ um ma-

peamento de conjuntos nao vazios de valores de verdade para valores de verdade,
ie., Q; = (QW — @) — W.

5Rosser e Turquette, sem falarem de férmulas assinaladas (def. 1.1.35), usaram subindices para
indicar o “sinal” (o valor de verdade) de uma férmula (ex.: p; lé-se “p toma o valor 1”). Adotamos
aqui a abordagem de Zach (1993) ao método de FNPc de Rosser e Turquette.
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2.5.8. EXEMPLO. As fungoes de verdade para os quantificadores V e 3 de qbg

sao as seguintes:

%({}) = 1 ?({}) = 1
v({V}) =V J{V}) =V
Y ({V,1}) = 1 J{V,1}) = V
VUV,F}) = F J{V,F}) =V
VH{V,LF}) = F JEV,LF}) = V
v ({I}) = 1 3({1}) = 1
V{LF}) = F J({1,F}) = 1
V({F}) = F 3({F}) = F

Podemos agora apresentar a seguinte definicao:

2.5.9. DEFINIGAO (Zach, 1993). Para um esquema uma féormula consistindo de
quaisquer variaveis de férmula, variaveis livres e variaveis de termos, um esquema

de expressao de formula assinalada F' é a i-ésima forma parcial de QrA(x) sse

(i) Os atomos assinalados em F pertencem a {uj; (A(7;)):1<j <p,1 <i<n}U
{w;i (A(a;)) : 1 <j <gq1<i<n}, em que o; sdo variaveis livres e 7; varidveis de
termos.

(ii) Para todo F’, F' é uma pré-instancia de F,'° e toda a interpretagao Z:

(a) Se para todo dy, ...,d, € Z existem ey, ..., e, € Z tais que

IkEFle/r,....ep/pdifon,...;dy oy}
entao
valy (QzA'(x)) = v;.

(b) Se para todo ey, ..., e, € Z existem dy, ...,d, € Z tais que

TF F{el/ﬁ, ceey ep/Tp,dl/Ckl, ...,dq/aq}

entao
valy (QrA'(x)) # v;

$Dados uma linguagem £ e um conjunto de férmulas F' € £, uma pré-instancia A’ de um esquema
A é uma formula de F' contendo ocorréncias das variaveis livres e de variaveis de termos de A.
Por exemplo, uma pré-instancia da férmula A (a, 7) é (P (a,a) AQ (7)) — P (1, ).
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em que A’ é a instancia de A determinada por F".

2.5.10. PROPOSIGAO. A i-6sima forma normal de QzA (z) é uma FNPc se esta
em FNC.

2.5.11. ExEmMPLO. As FNPcs dos quantificadores V e 3 classicos sdo as seguintes:

VIvzA(z)] = VI]A(a)]
FVzA(z)] = F[A(7)]
V [FzA(x)] VI[A(7)]
F[3zA(z)] = F[A(a)]

V [VzA(x)] = VI[A(«a)]
I[VzA(z)] = T[A@)]AI[A(@)]VV][A(a)])
FVzA(z)] = F[A(7)]
V[EzA(x)] = VI]A(7)]
[[FzA(z)] = TA@)]A(F[A(a)] VI[A(a)])
F[3zA(x)] = F[A(a)]

Finalmente,

2.5.13. PROPOSICAO (Rosser & Turquette, 1952). Para uma qualquer formula da
forma Vz F', suponha-se que F' tem apenas ocorréncias livres da variavel individual
z e seja que F,(z) denota a r-ésima FNPc¢ de F; entdo, as FNPcs N, de VaF

satisfazem as condi¢oes-padrao sse a expressao
Vz (Fi(z) V...V Fs(2)) = (N1 V...V Ny)

em que N, ¢ a disjun¢ao de conjuncoes da forma Fj s, AFy o, N...ANFy, € 51,...,8, €
uma sequéncia de valores de verdade tal que val (¢) = r para uma qualquer valoracio

val (F;) = i,, € demonstravel no célculo de predicados bivalente.

Obviamente, o conjunto de todas as N, de uma qualquer formula equivale & sua

tabela de verdade. Por “satisfazer as condigoes-padrao” entende-se que VaF' toma
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um valor designado sse F' toma sempre um valor designado (cf. prop. 2.2.1). Esta
definicao mais lata de condigoes-padrao permite a axiomatizacao dos calculos de
predicados n-valentes pela adicdo a A1-A7 dos seguintes esquemas A8-A10 e da

regra de generalizacdo GGN:

(A8) VeA(x) — A(y) (Condicao: a
substituicao x — y é
permissivel, i.e., y nao
deve ocorrer ligado
onde x ocorre livre
em A(z))

(A9) Vo (A — Ay) — (A = VrAy)  (Suposicao: z nao é
livre em A;)

(A10) N, (Qi (1, .y T, Ar, L Ay)) —

T (Qi (1, ooty Ty, Avy o Ay,)) em que 1 <r <mn,
1< <¢

(GGN)  A/VzA

2.5.2 Quantificacao nas légicas difusas

Com respeito & quantificacao para as logicas difusas de norma-t, esta é matemati-
camente complexa e frequentemente resulta em sistemas nao axiomatizaveis, como
ja se referiu no caso de qhy,. Com efeito, de modo a obter-se gL (x) adiciona-se a
L (x) um dominio de quantificacio Z e define-se ¥ e 3 como as operagoes inf e sup
(exemplo 2.5.4). Obtemos qL.B adicionando aos axiomas e regras LB (def. 2.4.33),
para C' denotando uma qualquer formula fechada (i.e., uma formula sem varidveis

livres) e em que z nao é livre, os seguintes axiomas:

( ) EVzA— A.(d)

( ) FA(d) — JzA

(qLB3) FVz(C — A) = (C — VzA)
( ) FVz(A—C)— (FzA—C)
( ) FVax(CVA)— (CVVzA)

( ) Selk A,(d) entao - Vz A
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Porém, apenas qLG possui hoje uma axiomatizacao adequada, pela adicao a LB1-
LB8 e qLB1-qLB6 do axioma da proposicao 2.4.37 juntamente com a regra MP
(Hajek, 1997). No que respeita a qly, existe uma generaliza¢io quantificada de um
sistema ao estilo de Pavelkal” para a logica difusa proposicional de Lukasiewicz (No-
vak, 1990; Novak et al., 1999). Nao hé presentemente nenhum sistema axiomético
adequado para qLII. Tal como no caso dos seus sistemas proposicionais, qLB, qby,
qLG e qLII encontram uma semantica algébrica apropriada nas algebras LB, MV,
G e II, respetivamente (Esteva et al., 2003).

Assim sendo, a especificacao de uma interpretacao para logica difusa de primeira

ordem (LDPO) é especialmente importante.

2.5.14. DEFINIGAO. Um triplo (Z,0,0) é uma interpretacdo Z para LDPO se
e 9+, P é&um dominio.

e O é um mapeamento 2" — [0, 1] tal que para cada predicado P de aridade
n > 0 temos valz (P (x1,...,x,)) € [0, 1].

e § ¢ uma atribui¢ao de um membro de Z a cada constante individual d tal que
Z(d)e2.

2.5.15. EXEMPLO. As condicoes de verdade para qby sao aquelas da definicao
2.4.7 e do exemplo 2.5.4.

2.5.16. EXEMPLO. Seja dado o dominio ¥ = {C, S, B, F,\W} em que as letras
denotam animais; podemos definir uma relagio MS (2 x &) “o animal x é muito

mais pequeno do que o animal y” do seguinte modo:

mMsyc S B F W
¢ |0 05 08 1 1
S 10 0 07 1 1
B 10 0 0 09 1
F 10 0 0 0 05
w10 0 0 0

"Num sistema ao estilo de Pavelka (Pavelka, 1979), além das formulas ¢ considera-se ainda o seu
grau de pertenca a um conjunto difuso ¥, sendo que os graus de pertenca %™~ (¢) sdo de facto
valores de verdade formando um reticulado residuado ¥ = (&,N,U,*,—,0,1). Bergmann
(2008) da varios exemplos de abordagens deste tipo as logicas difusas de Lukasiewicz tanto
proposicionais como de primeira ordem.
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Obviamente, M S ¢ uma relagio difusa na medida em que M S : 2* — [0,1]. Seja
agora que Ms (x,y) é o predicado bindrio difuso que corresponde a relagdo M.S, ou
seja, M's : 2% — |0, 1]; seja ainda que M S estabelece o menor valor de verdade pos-
sivel do predicado Ms (x,y). Temos entdo que, por exemplo e abreviando valz (A)
para uma qualquer formula A como /A/, /VaVy ((C () A S (y)) — Ms(x,y))/ =1
em qby. De facto, pelo exemplo 2.5.3, /Va (C'(x))/ =0e /Yy (S (y)) / = 0, ou seja,
o grau de verdade em que um qualquer z ou y pode ser membro dos conjuntos C'
e S respetivamente é o minimum dos graus de pertenca no intervalo [0, 1] de um
qualquer objeto a um qualquer conjunto, i.e., 0. Por seu lado, a valoracao da con-
juncao C (z) A S (y) é também ela 0 e por fim / (C' () AS (y)) — Ms(z,y)/ =1,
dado que 0.5 é o grau de verdade minimo para o predicado Ms (x,y) quando x € C
e y € S, ou seja, temos que o valor de verdade do antecendente é menor do que o

do consequente.

2.5.17. RESULTADO. Os resultados 2.4.43-5 servem mutatis mutandis para as
versoes quantificadas destas logicas difusas de norma-t. Adicionalmente, os seus

quantificadores sao normais.

2.6 Exercicios

1. Construa as tabelas de verdade das férmulas seguintes:
(a) A =3 A; (b) A —=pr (mBrA Apr B); (¢) A =3 ~p3A; (d) ¢ —ks ¥
(e) (¢ —=pE @) =5E ¥; () P —rw —~xw (P View Q);

(g) (P <13 Q) Aps (P =3 —13Q)

2. Verifique se as formulas acima tém formulas equivalentes nos restantes sistemas

logicos multivalentes da Seccao 2.4.

3. Determine se as tautologias classicas T1 - T6 (resultado 1.1.21) o sdo em L3, BL,
BE KJ e KY.

4. Determine se as contradi¢oes classicas da proposicao 1.1.23 o sao nestes sistemas.

5. Dada uma interpretagdo Z e uma valoragao valzr (¢) (abreviada como /¢/) para

uma qualquer formula ¢, seja que
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/P/ =1

/Q/ =028
/R =0.5
1S/ = 0.2

/T/ =0
Determine a valoracao de cada uma das seguintes férmulas na logica difusa Ey:

(a) PNQ; (b)) PANT ;(c) P=>Q;(d)T—P;(e) R—>S;
) (RAS) = R;(g) PAN=P;(h) PV-P; (i) S— (TVv-T);
() (SA-S) = R: () (P Q) A (=P & Q)
() P&R; (m) P&—-P

6. Indique se os seguintes argumentos sao validos nas logicas difusas estudadas

acima:

(a) P — ~P/~P
(b) PV P/P

7. Mostre de modo informal que a logica de Belnap B4 nao é uma extensao da logica

classica.

8. Conceba uma logica multivalente e indique informalmente os aspetos que se

encontram na base da sua concecao.
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3 Satisfazibilidade e
automatizacao do raciocinio: O

calculo de resolucao

3.1 Demonstracio automatica de teoremas e o
problema SAT

3.1.1 Demonstracao de teoremas e o problema da decisao

Dada uma teoria logica, i.e., um conjunto de férmulas numa linguagem L£X, so-
mos frequentemente confrontados com a necessidade de demonstrar que uma certa
formula ¢ em £ é verdadeira — sempre (validade) ou em alguma interpretagao (sa-
tisfazibilidade). Por outras palavras, perguntamos se ¢ € LX. Este ¢ aquilo que
chamamos o problema da decisao, sendo que se diz de uma teoria que é ela é decidivel
se existe um procedimento efetivo de decisao ou, o que é o mesmo, um algoritmo
que resolve o problema da decisao. Por “resolver o problema da decisao” entende-se
que o algoritmo (i) para e (ii) responde “Sim” se ¢ € £X ou “Nao” se ¢ ¢ LX. Uma
teoria logica é indecidivel se nao é decidivel. Se além de (i) e (ii) o algoritmo (iii)
ndo para se ¢ ¢ L~ entdo diz-se que £X é semidecidivel: sabemos com certeza
apenas que o algoritmo para se ¢ € LX; caso contrario, o algoritmo pode parar ou
nao.

Recorde-se o teorema da dedugdo (1.2.8-9): este teorema expressa o facto que a
validade e a satisfazibilidade sao conceitos duais no sentido em que uma qualquer
formula ¢ é valida sse —¢ ¢é insatisfazivel. Isto implica, como se verd abaixo, o
resultado fundamental que o problema da decisao pode ser reduzido ao problema da
satisfazibilidade (ou problema SAT).

As tabelas de verdade sao procedimentos efetivos de decisdo em £F7° apenas para
formulas com um nimero n de varidveis proposicionais relativamente pequeno, dei-
xando de o ser para um maior n de variaveis uma vez que o nimero de linhas de uma

tabela de verdade classica é determinado por 2. Além disso, independentemente
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de n, este procedimento nao estd disponivel para a LPO classica. Aplicam-se outros
métodos para LPO, mas apenas fragmentos desta sao decidiveis, ou seja, a LPO é
indecidivel. Este resultado ¢ conhecido como o teorema de Church-Turing (Church,
1936a, 1936b; Turing, 1936-7).

Assim sendo, precisamos tanto de procedimentos de decisao mais eficientes para
LP como de procedimentos de reducao de uma assercao qualquer em LPO a uma
assercao equisatisfazivel, ou equivalente em termos de satisfazibilidade, em LP. Estes
métodos existem ja, mas questoes de complexidade podem torné-los intteis para
computadores humanos, a menos que possam ser implementados em maquinas que
conseguem lidar com altos niveis de complexidade computacional e retornar uma
resposta sim-ou-nao em tempo util. Falamos aqui de automatizacao do raciocinio,
nomeadamente no que respeita a demonstragao de teoremas, um campo que mantém
muita gente ocupada ha ja algumas décadas.

Como se referiu na Introducao, as logicas multivalentes sao hoje uma componente
essencial da logica matematica e da ciéncia dos computadores, razao pela qual a
automatizacao da demonstracao de teoremas ¢ um problema premente nestas logicas.
Felizmente, h4 procedimentos que nos permitem reduzir a demonstracao de teoremas
em logicas multivalentes a demonstragoes classicas por meio do problema SAT. Nos
paragrafos que se seguem comecamos por discutir a automatizagao da demonstracao
de teoremas baseada na satisfazibilidade em LC por meio do célculo de resolucgao;

no capitulo seguinte estendemos a resolugao as logicas multivalentes.

3.1.2 Algumas notas histéricas acerca da demonstracao

automatica de teoremas

A ambigdo de automatizar a dedugdo — ou seja, encontrar métodos algoritmicos
para decidir acerca da verdade logica de proposicoes — nao é recente; é anterior
em relagdo nao s6 ao campo da inteligéncia artificial (IA), o qual emergiu nos anos
1950, mas ainda a formalizacao da légica com Boole e Frege nos finais do séc. XIX.
De facto, pode dizer-se que esta ambicao data ja do séc. XVII, quando Leibniz
imaginou a possibilidade de um calculus ratiocinator, um “calculo do raciocinio”
capaz de reduzir a solu¢ao de um qualquer problema adequadamente formalizado
a um procedimento mecanico; esta formalizacao adequada seria realizada por meio
daquilo que ele chamou a lingua universalis, uma linguagem conceptual universal
que teria por interpretacao uma characteristica universalis ou teoria geral dos signos.

Desde os inicios do séc. XX, o programa de formalizacao da matemética proposto
por D. Hilbert e a sua explicitacao do Entscheidungsproblem ou problema da decisao
(e.g., Hilbert, 1900; Hilbert & Ackermann, 1928) haviam motivado uma defini¢ao
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matematica clara de processo algoritmico. Apesar de terem resolvido o problema
de forma negativa (i.e., ndo ha nenhum algoritmo que decida se uma proposicao em
LPO é demonstravel em LPO)," A. Church e A. Turing deram, independentemente
um do outro, a definicdo requirida de algoritmo ou funcao efetivamente calculével
(Church, 1936a, 1936b; Turing, 1936-7). Embora as duas sejam equivalentes, foi
a solucao de Turing, em que protagonizavam as famosas maquinas de Turing, que

ofereceu uma definigdo mais clara e intuitiva de procedimento algoritmico.?

Uma maquina de Turing (MT) é um conjunto finito de n-tuplos — para n ha-
bitualmente igual a 4, 5 ou 6 — descrevendo, com mais ou menos elementos n, um
estado da maquina e a prescricao de uma acao e da transicao para o estado seguinte.
Este n-tuplo é de facto um programa finito capaz de manipular uma fita (infinita)
utilizando um dispositivo de leitura e escrita (DLE), pelo que se pode chamar o

controlo finito. Consideramos aqui um 5-tuplo M = (Q, X, T, s,40) em que

Q ={q,q, -, ¢} para ¢; designando um estado da maquina; os dois estados

de paragem (halt) h, e h, nao sao elementos de Q.

¥ ¢ o alfabeto (finito) de input e I' o alfabeto (finito) da fita, com I' = {0, 1, X}

comumimente e > C I,

* 5= qo.

0 é a funcao de transicao
0:Qx (TU{A}) — (QU {he, hv} x (T U{A}) x {D, E, S})

em que A designa o simbolo vazio (habitualmente: 0), h, e h, designam para-

gens de aceitacao e rejeicao, respetivamente, e D, F e S designam as dire¢oes

“direita”, “esquerda” e “estacionario”, respetivamente, para o DLE.

Vejamos um exemplo concreto: a formula

4 (q0,0) = (q1,1, D)

tem a interpretacao “se M estd no estado gy e o simbolo na fita é 0, entao M

substitui 0 por 1, move o DLE uma célula para a direita e entra no estado ¢,”.

O programa de uma MT é simplesmente a lista de todas as suas funcoes de transicao.

'Este ¢ conhecido como o teorema de Church-Turing.
2Com efeito, a tese de Church-Turing enuncia que a classe das funcoes efetivamente calculaveis é
precisamente a classe das fun¢oes computéveis por uma maquina de Turing.
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Duas nocoes sao fundamentais no comportamento de uma MT:

LC Y se LIM)=M em que

L(M) ={x € X" |z é aceite por M},

M se
oAz Fy, whey

(logo, nao rejeitando ou nao ficando “pendurada” numa sequéncia x ¢ L).

seja, M decide se x € L de modo a determinar o valor de x. (x) por

1 sex € L
Xe (2) = -
0 caso contrario

L.

1. Dizemos que uma MT M com alfabeto de input ¥ acetta uma linguagem

ou seja, se, dado um nput r, M acaba por parar num estado de aceitacao h,.
Mais formalmente, se M = (Q,%,T,s,0) é uma MT e x € ¥*, z é aceite por

para sequéncias w,y € (I'U{A})*, ou seja, se comegando na configuragio

inicial correspondente ao input x, M acaba por parar no estado de aceitacao

2. M decide L se M computa a funcgao caracteristica xy, : 3* — {0,1}, ou

De 1 e 2 segue-se o importante resultado que uma linguagem L é recursivamente

enumerdvel se had uma MT que aceita £ e L é recursiva se ha uma MT que decide

Estava aberto o caminho para os primeiros passos na automatizacao da deducao
e estes foram dados nos anos 1950, com a programacao em 1954 por M. Davis de
um computador com o procedimento de Presburger (Davis, 1957) e com a Logic
Theory Machine de A. Newell e colaboradores (Newell et al., 1957), a qual se pode
considerar o primeiro programa de facto de IA. Este programa emulava o raciocinio
dos Principia mathematica de Whitehead e Russell (1910) e era sobretudo heuris-
tico; aquele, embora essencialmente algoritmico, nao foi além de demonstrar que a
soma, de dois ntimeros pares é um ntmero par, sobretudo porque o procedimento
de Presburger tem complexidade mais do que exponencial. Por esta altura foram
publicados varios resultados importantes em procedimentos de demonstracao e de-
monstragoes simplificadas de completude para LPO, todos com impacto na conce¢ao

dos primeiros demonstradores de teoremas (ex.: Beth, 1955; Hintikka, 1955; Quine,
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1955; Schiitte, 1956).

Na verdade, os utensilios basicos para a automatizacao da deducao em LPO ja
tinham sido encontrados nos anos 1920, nomeadamente por Skolem (e.g., 1920) e
Herbrand (1930) (ver abaixo), e o verdadeiro progresso deu-se nos finais dos anos
1950 com Davis e Putnam (1958; 1960). Estes usaram FNCs para testar a insatis-
fazibilidade, fazendo uso de quatro regras, a saber, a regra da tautologia, a regra do
literal Gnico (one-literal rule), a regra do literal puro (pure-literal rule) e a regra da
separacao (splitting rule). O seu era mais eficiente do que o método da multiplicacao
de Gilmore (1960), o qual também se baseava no teorema de Herbrand (versao II;
ver abaixo) que, por sua vez, sugeria um procedimento de refutagdo. Este método
foi melhorado por Davis, Logemann e Loveland (1962) com vista & testagem da
satisfazibilidade no que é agora conhecido como o procedimento de Davis-Putnam-
Logemann-Loveland (DPLL). Pode dizer-se que uma “revolugao” teve lugar quando
A. J. Robinson (1965) redescobriu a regra de resolucdo, primeiramente descoberta
por A. Blake (1937), e a unificacdo, primeiro descoberta por Prawitz (1960). O
grupo do Argonne National Laboratory dirigido por L. Wos e G. Robinson melho-
rou a eficacia da resolucao; com efeito, era necessario reduzir o espaco de procura
dos resolventes gerados. De modo a atingir este objetivo, introduziram a fatorizacao
(factoring), a preferéncia por unidades (unit preference) e ainda a estratégia do con-
junto de apoio (set of support); mais tarde introduziram a igualdade, um trabalho
que resultou nas técnicas da modulagao e da paramodulacao. Todas estas técnicas
foram implementadas no demonstrador automéatico Otter (ver Kalman, 2001), cujo

sucessor atual ¢ o Prover9/Mace4.

3.1.3 O problema SAT e a demonstracao de teoremas

Os desenvolvimentos acima estao de um modo ou de outro ligados ao problema
SAT, nomeadamente & procura dos chamados SAT solvers, ou seja, algoritmos para

resolver (instancias d)o problema SAT.

3.1.1. DEFINIGAO (problema booleano da satisfazibilidade, ou problema SAT).
Dada uma féormula A (z4, ..., z, ), pergunta-se se A pode receber o valor V em alguma
atribuicao de valores de verdade V ou F as varidveis x;, 1 <7 < n. Diz-se que uma
formula (proposicional) A (zy, ..., x,) é satisfazivel se valores de verdade podem ser

atribuidos as suas varidveis x; de modo a fazer A verdadeira.

Do ponto de vista da teoria da complexidade, SAT é um problema NP-completo
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(com efeito, foi o primeiro problema do qual se demonstrou ser NP-completo; Cook,
1971).

Damos aqui uma introducao informal a problematica das classes de complexidade
dos problemas de decisao.

Seja a complexidade de um problema de decisao definida em termos de tempo, ou
seja, compleridade temporal; entao a complexidade temporal de um problema de
decisao é o tempo que uma maquina de Turing leva até resolver o problema como
uma fun¢ao do tamanho n do input, i.e., T'(n). Dizemos que o problema é polinomial
se for resolvido num tempo polinomial, ou seja, uma quantidade temporal limitada
acima por uma func¢ao polinomial do tamanho das instancias ou casos particulares
do problema; formalmente, T (n) = O (nk) para uma qualquer constante k e O (-)
uma notagao (grande O) que caracteriza fun¢oes de acordo com taxas de crescimento
(assintotico).

Se o problema é resoliivel em tempo polinomial por uma méquina de Turing deter-
manistica, ou seja, uma maquina de Turing que prescreve uma tnica acc¢ao para cada
estado, o problema pertence a classe de complexidade P. Dizemos entao que existe
um algoritmo polinomial para o problema. Se o problema é resolivel em tempo po-
linomial mas por uma maquina de Turing nao deterministica, ou seja, uma maquina
de Turing que prescreve varias ac¢oes para cada estado, entao o problema pertence
a classe de complexidade NP (abreviatura de mondeterministic polynomial). Os
problemas desta classe sao aqueles para os quais, se a resposta for “sim”, entao ha
uma prova que pode ser verificada em P (por exemplo, se uma dada formula é satis-
fazivel; cf. problema SAT); por outro lado, se a resposta for “ndo”, entdo qualquer
prova de que a resposta é “sim” deve ser declarada invalida.

Temos pois que P é a classe de complexidade de problemas de decisao “trataveis”,
enquanto a classe NP é aquela dos problemas “razoaveis”. Ainda por outras palavras,
um problema P pode ser resolvido rapidamente, enquanto um problema NP pode
ser verificado rapidamente.

Diz-se que um problema de decisdo pertence a classe NPC (abreviando “NP-
completo”) se ndo se conhece nenhum método eficiente para identificar a solucdo
em primeiro lugar, embora esta se possa verificar rapidamente. Ou seja, estes pro-
blemas sao mais dificeis de resolver do que de verificar, nao podendo em principio

ser resolvidos em tempo polinomial.
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Note-se que no ambito daquele que é considerado um (0?) problema maior da ciéncia
dos computadores, a saber, P ~ NP, se P = NP temos entao que P = NP = NPC;
caso contrario, P C NP e NPC C NP, mas NP N NPC = . (Ver, por ex., Fortnow,

2009, para uma introducao matematicamente acessivel a este problema.)

Em termos gerais, na demonstracao de teoremas interessa-nos saber se um teo-
rema é valido. De modo a obter este resultado, um problema é transformado numa
formula ou num conjunto de formulas numa linguagem logica proposicional ou de pri-
meira ordem; a formula é entao introduzida como input, tal como esta ou apos passar
por um processo de transformacgao ou traducao, e é sujeita a uma manipulagao por
um método de demonstracao do qual se espera que produza um output, preferencial-
mente em tempo ttil. Os métodos de demonstracao baseados no SAT operam sobre
formulas verificando se sao satisfaziveis ou insatisfaziveis. Neste tltimo caso temos
um método de refutagdo, ou seja, um método que testa a insatisfazibilidade de um
conjunto de férmulas: se um conjunto de formulas exprimindo um teorema negado
é insatisfazivel, entao o teorema é valido e pode-se produzir uma demonstracao. No
caso da testagem da satisfazibilidade, esta tem em vista a producao de um modelo
no caso de se verificar que uma férmula é satisfazivel. A resolucao e o procedimento
DPLL sao os exemplos principais destes dois tipos de teste e tém em comum o facto
que operam sobre formulas em FNC. A testagem pela (in)satisfazibilidade mostra-se
particularmente importante na LPO visto que as férmulas (em FNC) tém de passar
pelo processo de skolemizagao (ver abaixo): este processo nao preserva a validade,

mas preserva a satisfazibilidade de uma férmula.

3.2 As formas normais de Skolem e o teorema de
Herbrand

No Capitulo 1 introduzimos a légica clausal ou de clausulas. De modo a introdu-
zir aspetos gerais da demonstragao por resolucao precisamos ainda dos importantes
resultados de Skolem e Herbrand que mencionamos acima. Com efeito, uma vez ob-
tida uma formula em FNP, os proximos passos antes de aplicar a resolugao sao (1) a
transformagao da matriz numa FNC e (2) a remogao dos quantificadores existenciais.
O passo (1) foi abordado acima; o passo (2) é aquilo que chamamos skolemizagdo e

que consiste no procedimento seguinte:

3.2.1. PROPOSIGAO. Seja que uma formula F estd na FNP (Qix1) ... (Qnzyn) M

em que M estd em FNC. Seja @), 1 < r < n, um quantificador existencial no prefixo
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de F.

(i) Se nao ha nenhum quantificador universal antes de @, escolhemos uma nova
constante ¢ que nao ocorre em M, substituimos todas as x, em M por ¢ e removemos

Q,x, do prefixo.

(ii) Se antes de @, héa os quantificadores universais Qs,, ..., Qs , i.e.,, 1 < 51 <
S9 < ... < S, < r, selecionamos um simbolo novo f de funcao de aridade m nao
ocorrendo em M, substituimos todos os @, em M por f (zs,,...,Ts,, ) € removemos

Q,x, do prefixo.

3.2.2. EXEMPLO. Partindo da férmula

(%) (3z) (vy) (V2) (Vu) Bo) (P (2) V Q@ (y)) A B (2,u,v)),

pela aplicacao do procedimento da proposicao 3.2.1 obtemos

() (Vy) (V2) (Vu) (P(a) vV Q (y)) A R (z,u, f (y, 2, u)))

3.2.3. DEFINIGAO. (k%) esta na forma normal de Skolem (FNS). A constante
a e a funcdo f(y,z,u) que substituem as variaveis existenciais de () chamam-se

constante de Skolem e funcao de Skolem, respetivamente.

Como se sabe, os quantificadores universais podem ser removidos de (xx*). De
modo a prosseguir com a resolucao, uma féormula em FNS tem de se representar

como um conjunto de clausulas. Por exemplo, (xx) deve representar-se pelo conjunto

{P(a)VQ(y), R(zu f(y,zu)}.

E importante frisar que o procedimento de skolemizacdo significa que () e (%)
nao sao logicamente equivalentes; contudo, para os fins da testagem em SAT, temos

que elas sao equisatisfaziveis ou equivalentes em termos de satisfazibilidade, i.e.,

(%) =sar (%) .

3.2.4. DEFINICAO (equisatisfazibilidade). Duas formulas ¢ e ¢ sdo equivalentes

em termos de satisfazibilidade ou equisatisfaziveis, o que se denota por ¢ =4 1, sse
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sao ambas satisfaziveis ou sdo ambas insatisfaziveis.

3.2.5. TEOREMA. Seja C um conjunto de clausulas representando a FNS de uma

formula ¢. Entao, ¢ é insatisfazivel sse C é insatisfazivel.

Demonstragao. (ex.: Chang & Lee, 1973, p. 48-9.) ]

Este tltimo teorema exige que se especifique em que condicoes C é insatisfazivel.

Tal especificacao foi levada a cabo por Herbrand:

3.2.6. TEOREMA (Herbrand, 1930 - versao II).> Um conjunto C de clausulas &
insatisfazivel sse existe uma conjunto finito insatisfazivel C' de instancias bésicas

(ground, em inglés) de clausulas de C.

Embora nao “perfeitos”, os resultados de Herbrand sao fundamentais em mais do
que um sentido. Para comecar, este teorema diz-nos que de modo a verificar se C é
insatisfazivel, precisamos apenas de considerar as interpretacoes de Herbrand, pois
um conjunto de clausulas C é insatisfazivel sse C é falso em todas as interpretagoes de
Herbrand. Por seu lado, isto quer dizer que temos apenas de considerar o universo de
Herbrand (vs. todos os dominios possiveis). De seguida introduzimos a terminologia
necessaria para compreender isto.

Seja C um conjunto de clausulas; entao as seguintes definicoes valem:

3.2.7. DEFINICAO. O universo de Herbrand de C, denotado por H¢, é o conjunto
de todos os termos bdsicos construidos a partir das constantes e funcoes de C do

modo seguinte:

(i) C nao contém nenhuma fungao; entdo, He ¢ o conjunto das constantes que

ocorrem em C;

(ii) se ndo ocorrem quaisquer fungdes ou constantes em C, entao He consiste numa

tinica constante, por exemplo, He = {a};

(iii) se C contém uma fungdo, entdo He € infinito e H;, 1 < ¢ < n para n infinito

é o conjunto de constantes de nivel i de C.

3Decidimos apresentar em primeiro lugar aquela que é conhecida como a versao II deste teorema;
demonstramo-la ap6s a enunciacdo e demonstracao da versao I do mesmo teorema.
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3.2.8. EXEMPLO. (i) Seja C = {P(b),~P(z)V Q(y)}. Entao, He = {b}.
(ii) Seja C = {P(z) vV Q(z), R(2),T(y) V =S(y)}. Entao faz-se He = {a}.

(iii) Seja C = {P(f(x)),a,g(y),b}. Entao,

HO = {a,b}
= {a,b, f(a), f(b), g(a), ()}

H2 ={a,b, f(a), f(b),9(a),g(b), f(f(a)), f(f ), [f(g(a)),f(g(b)),
g(f(a)),g(f®)),g9(g(a)),g(g(b))}

Hc ={a,b, f(a), f(b),g(a),g(), f (f (a)), f(f(b),f(g(a)),f(g(D)),
g(f(a),g(f®),9(g(a)),g(g(b)),...}

3.2.9. DEFINIGAO. Uma instdncia bdsica de uma clausula C' de C é uma clausula
obtida pela substituicao de varidveis em C' por membros de He. Uma instincia de

Herbrand de C é uma instancia basica C'0 de C tal que 6 se baseia em C.

3.2.10. DEFINIGAO. A base de Herbrand de C, denotada por H (C), é o conjunto

de todas as instancias de Herbrand de atomos que ocorrem nas clausulas de C.

3.2.11. DEFINIGAO. Uma interpretacao de Herbrand (interpretacao H) para C,
denotada por HZ; , ¢ um subconjunto de H (C) tal que o valor de verdade V ¢
atribuido a todos os elementos de HZ. e o valor de verdade F é atribuido a todos os
atomos em H(C) — HZy. Se uma interpretagdo HZc faz com que todas as clausulas
de C sejam verdadeiras, entao HZe é um modelo de Herbrand para C e diz-se de
C que é H-satisfazivel; caso C nao tenha um modelo de Herbrand, entao C é H-
insatisfazivel. De modo geral, dados n elementos em H(C), ha 2™ interpretagbes H

para C.

3.2.12. EXEMPLO. Seja que C = {P(z)VQ(z),R(f(y))}. Entdo tem-se que

He ={a, f(a), f(f(a)),..}e H(C) = {P(a),Q(a),R(a), P (f(a)),Q(f (a)), R(f (a)),..}

As seguintes sao interpretagoes H para C:

HIe, ={P(a),Q(a),R(a), P (f(a)),Q(f
HIe, ={~F(a),~Q(a),~R(a),~P( )
Hle, = {P(a),Q(a),~R(a), P (f (a)

\_/kh
—~
Q
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E facil de ver que C ¢é satisfeito por HZp,, mas ¢ falsificado por HZ¢, e HZ,.
Logo, HZ;,é um modelo de Herbrand de C e C é H-satisfazivel.

3.2.13. TEOREMA. Um conjunto C de clausulas ¢é insatisfazivel sse C é falso em

todas as interpretagoes H.

Demonstragao. (=) Trivial, uma vez que um qualquer conjunto de clausulas C é
insatisfazivel sse é falso em todas as interpretacoes de um dominio qualquer.

(<) Suponha-se que C é falso em todas as interpretagoes H. Seja que C é satis-
fazivel; entdo existe uma interpretacdo Z para um qualquer dominio & tal que C
é verdadeiro em Z. Seja agora que Z* é uma interpretacdo H correspondente a Z.
Entao C é verdadeiro numa interpretacao H. Mas isto vai contra a suposicao de que

C é falso em todas as interpretacoes H, pelo que C deve ser insatisfazivel. O

Aqui é, porém, onde os resultados de Herbrand se podem tornar probleméaticos,
uma vez que podem existir infinitamente muitas interpretacoes H. Ora, acontece que
o primeiro requisito de um algoritmo é que o niimero de passos que o constituem seja
finito. Com vista a organizacao de todas as interpretacoes H de modo sistematico

podemos aplicar a nocao de arvore semantica.

3.2.14. DEFINICAO. (1) Uma drvore semdntica T para um conjunto C de clau-
sulas, denotada por T¢, é uma arvore crescendo para baixo na qual cada aresta esta
associada a um conjunto finito de (negagoes de) atomos A (C) C H (C) de tal modo

que:

(i) Para cada n6 N existem apenas finitamente muitas arestas L, ..., L, de N.
Para %, a conjunc¢ao de todos os literais no conjunto associado a L;,7 = 1,...,n,

GV 63V ...V G, ¢ uma férmula proposicional valida.

(ii) Para cada n6 N, seja que I(N) é a uniao de todos os conjuntos associados as
arestas do ramo de T¢ descendo até e incluindo N. Entao I(N) ndo contém nenhum

par complementar.
(2) Seja que A (C) = {A1, Ay, ..., Ak, ...}. Uma arvore semantica Te é completa

sse, para todo o no terminal N, I(N) contém A; ou —A; para i = 1,2,... N é um

nd de insucesso se I(N) falsifica uma qualquer instancia bésica de alguma clausula
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Figura 3.2.1: Arvore semantica fechada de C = {C}, Cy, C3, Cy, Cs} .

C em C, mas I(N') nao falsifica nenhuma instancia de alguma clausula de C' em C
para cada n6 N’ antecessor de N. Um ramo de uma arvore semantica T¢ é fechado
sse termina num no6 de insucesso; caso contrario, é aberto. Uma &rvore semantica

Te é fechada sse todos os seus ramos sao fechados.

3.2.15. EXEMPLO. Sejam as seguintes clausulas C; = Q V R, Cy = Q V R,
C3=-PV-Q,Cy,=PV-R, Cs=PV-QVR e seja C o conjunto das clausulas
C1 — Cs; o conjunto de atomos de C ¢ A(C) = {P,Q, R}. As condigoes da def.
3.2.14 (1-2) sao satisfeitas para uma arvore seméantica fechada. Mostra-se a arvore

semantica fechada de C na figura 3.2.1.

De volta a interpretagao H, se I(N), que é de facto uma interpretagao parcial de
C (i.e., I(N) pode ser visto como uma atribuigao de valores de verdade aos 4tomos
basicos de H(C)), falsifica C, entdao podemos parar de expandir nos a partir de N.
Isto significa que se C ¢ insatisfazivel, a sua arvore semantica Ty nao pode deixar de

ser finita, eliminando-se assim o problema que se pusera acima.

3.2.16. EXEMPLO. Seja que C = {=P(z) V Q(z), P(f(a)),~Q(z)}. Entao,

He =A{a, f(a), f(f (@)}
H(C) ={P(a),Q(a),P(f(a)),Q(f(a)),...}.

C é insatisfazivel. A figura 3.2.2 mostra a arvore semantica fechada de C. (Como

¢ habitual, assinala-se um né de insucesso com X.)
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Figura 3.2.2: Arvore seméntica fechada de C = {=P(z) V Q(z), P(f(a)), ~Q(2)}.

3.2.17. TEOREMA. (Herbrand, 1930 - versao I). Um conjunto C de clausulas é
insatisfazivel sse correspondendo a cada arvore seméantica de C existe uma arvore

semantica finita fechada.

Demonstracao. A demonstracao segue-se imediatamente do que se desenvolveu acima:

(=) Suponha-se que C ¢ insatisfazivel e que T¢ é uma arvore semantica completa
para C. Para todo o ramo hé o conjunto de etiquetas I(N) que é uma interpretacao,
porque a arvore ¢ completa. Logo, I(N) falsifica uma instancia basica C’ de uma
clausula C € C. Visto que existem apenas finitamente muitos literais em C’, deve
haver um né6 de insucesso N a uma distancia finita da raiz. Uma vez que todos os
ramos terminam num né de insucesso existe uma arvore seméantica correspondente
a T, que ¢é finita.

(<) Suponha-se que para toda a arvore seméntica completa 7 ha uma arvore
finita fechada Té correspondente. Entao, todos os ramos terminam num né de

insucesso e logo todas as interpretagoes (V) falsificam C. Logo, C é insatisfazivel.
O

A razao pela qual decidimos deixar para ultimo lugar a versao I do teorema de

Herbrand é que esta esta mais diretamente associada a resolucao, enquanto a versao
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IT tem mais a ver com refutacdo. Contudo, as duas versoes tornam claro o facto que
a resolucao é um procedimento de refutacao e uma demonstracao da versao II pode

ser bastante simplificada se pudermos ja aplicar a definicao de arvore semantica:

Demonstragao. (Teorema de Herbrand, versao II)

(=) Suponha-se que C é insatisfazivel e que T¢ é uma arvore semantica completa
para C. Entao, pelo teorema de Herbrand, versao I, existe uma arvore semantica
fechada finita TC/ de C. Seja C’ o conjunto de instancias basicas que sao falsificadas em
todos 0s nos de insucesso de Tp: C’' é finito e é falsificado por todas as interpretacdes.
Segue-se que C' é insatisfazivel.

(<) A demonstragdo é por contraposi¢ao. ]

Pode-se tornar a versao II do teorema de Herbrand num procedimento de demons-
tracao bastando para tal gerar sucessivamente os conjuntos C(/),Ci, ... em que C; éo
conjunto de todas as instancias basicas de clausulas de C e testa-las em termos de
insatisfazibilidade pelos meios disponiveis no calculo proposicional: o teorema diz-
nos que para N finito h4 um conjunto C;V que é insatisfazivel se C é insatisfazivel.
Gilmore (1960) foi o primeiro a implementar esta ideia com o método da multipli-
cacio: a medida que cada C; é gerado, é multiplicado numa FND; uma qualquer
conjuncao na FND que contenha um par complementar ¢ removida e se algum C;
é vazio, entao encontrou-se uma demonstracao da sua insatisfazibilidade. Porém,
como se disse acima, este método é bastante ineficaz, uma vez que para um conjunto

de dez clausulas basicas de dois literais, por exemplo, ha 2!° conjuncoes.

3.3 O principio de resolucao

3.3.1 O principio de resolucao para a légica proposicional

Davis e Putnam (1960) solucionaram esta ineficicia computacional por meio das
quatro regras mencionadas acima. E aqui necessaria uma exposicio breve sobre
uma delas, a regra do literal 1inico, visto que o principio de resolucao é uma extensao
desta regra. Esta regra asserta que (i) se houver uma clausula béasica unitaria L em C
podemos obter C" a partir de C pela remocao das clausulas basicas de C que contém
L. (ii) Se C' & vazio, entdo C é satisfazivel. (iii) Se C' nao é vazio, obtemos um

conjunto C” a partir de C’ pela remocao de =L de C'. C” é insatisfazivel sse C o é.
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3.3.1. EXEMPLO. Seja C = {-PV QV -R,-PV-Q,P,R,U}. Aplicando a re-
gra do literal tinico, condigao (i) para P, obtém-se (' = {=PV Q V —-R,—~PV —-Q, R, U};
por (iii) — uma vez que C’ nao é vazio — obtém-se C”" = {Q V - R, -Q, R,U}. Temos
que C =, C"”. Pode-se agora repetir o processo para C”: visto que R satisfaz a
condigao (i), obtém-se C”" = {Q, ~Q, U}. De acordo com a regra, C =4, C”. Visto
que Q A =Q = [0, tem-se que C"” contém a clausula vazia e, logo, C é insatisfazivel
(cf. prop. 1.1.23 e prop. 1.1.32).

Fazemos notar que estamos ja a trabalhar com uma noc¢ao de insatisfazibilidade
que tem imediatamente a ver com refutacao, como se pode facilmente verificar pelo

teorema seguinte.

3.3.2. TEOREMA. Uma férmula F' é insatisfazivel sse é possivel derivar uma
contradicao de F, ie., F =G A G.

Demonstracao. Pelo teorema da dedugao (teorema 1.2.8-9), temos que F' = G A—-G
sse = F' — (G A =G). Por seu turno, temos que = F — (G A —~G) sse, para toda
a interpretacao Z, (i) valz (F) = F ou (ii) valz (F) =V e valz (G A =G) = V. Mas
pela proposi¢ao 1.1.23 (*) (GA—=G) € CONT (Cy), pelo que valy (GA—-G) = F
para toda a interpretagio Z, pelo que = F — (G A =G) sse valz (F') = F para toda
a interpretacao Z. Logo, E F — (G A —G) sse F é insatisfazivel, e temos entao que
F = (G N —G) sse F é insatisfazivel. O

A regra do literal tnico funda-se precisamente nesta nocao de insatisfazibilidade
de acordo com a qual um conjunto de clausulas C é insatisfazivel sse conseguirmos
derivar de C a clausula vazia (cf. prop. 1.1.23, (*) e (**)). Estendendo esta re-
gra e aplicando-a a um qualquer par de clausulas (ndao necessariamente unitarias)?

obtemos o principio de resolucao:
Para quaisquer duas clausulas C; e (5 e dois literais complementares L; € C] e
Lo € (5, elimina-se L; e Ly de C e (5, respetivamente, e constroi-se a disjuncao

das restantes clausulas, i.e., C7 V Cs.

3.3.2. DEFINICAO. A clausula construida C; V Cy é a resolvente de Cp e Ch.

4Rejeitando-se assim a restricdo imposta pela regra do literal Gnico.
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3.3.3. TEOREMA. Uma resolvente C' = C V C, de duas clausulas C; = LV C] e

Co=LV C’; ¢ uma consequéncia logica de Cy A Cy, i.e.,

C.VL CyV-L
C, Vv C, '

Demonstracio. Sejam Oy = LVC,, Cy = =LV Cye C = C,VC,, C) e Cy sio disjun-
coes de literais. Supondo-se que C; e (5 sao ambas verdadeiras numa interpretacao
T, a sua resolvente C' deve de igual modo ser verdadeira em Z. Obviamente, L ou =L
é falso em Z. Suponha-se que L é falso em Z; entao C; nao deve ser uma clausula
unitaria, caso contrario seria falsa em Z. Logo, C; deve ser verdadeira em Z e a
resolvente C; V C’é ¢ verdadeira em Z. Suponha-se que =L ¢é falso em Z e proceda-se

do mesmo modo. Logo, C; V C, ¢é verdadeira em Z. O

3.3.4. DEFINICAO. Uma deducao por resolucdo de C' a partir de um conjunto de
clausulas C, denotada por C t,.s C', é uma sequéncia finita C', Cs, ..., C}. de clausulas
tal que cada C; é ou uma clausula em C ou uma resolvente de clausulas precedendo
C; e (% = C. Dizemos que a deducgao da cldusula vazia [] a partir de C é uma

refutacao ou uma demonstracao de C.

A deducao da clausula vazia a partir de um conjunto de clausulas C pode ser

representada por meio de uma drvore de dedugdo (ou de refutacdo).

3.3.5. EXEMPLO. Seja C = {PVQ,-PVQ,PV-0Q,-PV-Q}. A arvore de
deducdo de C mostra que C ¢ insatisfazivel (fig. 3.3.1).

3.3.2 O principio de resolucdao para LPO

Abordamos agora o principio de resolucao para LPO. Com este fim em vista, preci-
samos de algumas nogoes basicas suplementares. (Damos aqui os aspetos essenciais;

para uma formalizagao completa, ver, por exemplo, Chang & Lee (1973).)

3.3.6. DEFINIGAO. Dado um conjunto V' = {x, ..., z,, } de variaveis e um conjunto
T = {t1,...,t,} de termos, uma substituicio é um mapeamento o : V.— T tal que
o (z;) = t; na generalidade e onde t; # x;. Representamos uma substitui¢do o como

um conjunto finito de expressoes com a forma x; — t; (1é-se: x; é substituida por
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PVQ —|PVQ PV—|Q —|PV—|Q

O

Figura 3.3.1: Arvore de deducio de C = {PV Q,-PV Q,PV —-Q,~PV -Q}.

t;) em que dois termos diferentes nunca substituem a mesma variavel, i.e.,
o = {CL’l =ty e, Ty tn}

Definimos o dominio de ¢ como dom (o) = {x |0 (z) # =} e o seu contradominio
como ctdom (o) = {0 (z) |z € dom (0)}. Dizemos que o é uma substitui¢io bdsica
(ground) quando V (ctdom (o)) = O, ou seja, quando t1, ...t,, sdo termos basicos. No
caso de o = ), falamos da substituicao vazia e denotamo-la por e. Uma substituicao

injetiva o tal que ctdom (o) C V chama-se uma renomeagdo (de varidvel).

3.3.7. DEFINIGAO. Para uma substitui¢do 6 = {zy — t1,...,x, — t,} e uma
expressao F, Ff ¢ uma expressao obtida a partir de E pela substituicao simultanea
de cada ocorréncia da variavel x;, 1 <i < n, em FE pelo termo t;. Dizemos que E6

¢ uma instdncia de E. Se V (Ef) = O, entdo Ef chama-se uma instdncia bdsica.

3.3.8. EXEMPLO. Seja 0 = {z— a,y+— f(b),z—c} e E = P(x,y,z). Entao,
EQ = P (a, f(b),c) e Ef é uma instancia basica de E.

3.3.9. DEFINICAO. Dadas duas substitui¢oes 6 = {x1 > t1,....,x, = t,} e A =
{y1 — u1, ..., yn — u,}, a sua composi¢ao, denotada por 6 o A, obtém-se a partir
do conjunto {xy — tHA, ...,y = A Y1 = Uy, ..., Yn —> Uy} pela remocao de todos
os elementos x; — t;\ para os quais t;A = x; e de todos os elmentos y; — u; tais

que y; estd entre {xq, ..., z,}.

3.3.10. EXEMPLO. Dados os conjuntos de substituicao 0 = {z — f (y),y — 2z}
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ed={r—a,y—bz—y}l entdofol={z— f(b),z— y}.

3.3.11. DEFINIGAO (unificacao). Dizemos que um conjunto de expressdes F =
{E1, ..., E,} ¢ unificdvel por uma substituicdo o (o unificador para E) se E;o0 = Ejo
para todas £;, I; € E. Um unificador o para o conjunto E é um unificador mais
geral (umg) sse para cada unificador € para o conjunto existe uma substituicao A
tal que § = 0 o A. (Equivalentemente, seja que se diz que A\ é mais geral do que 6,
denotado por A <, 0, se existe uma substituicao o tal que 0 o A = . Entao, o é o

umg do conjunto E se para qualquer outro unificador A se verifica que o <; \.)

3.3.12. EXEMPLO. 0 = {z — f(b),y — b, z — u} é um unificador das expressoes
Ey = f(2,b,9(2) e By = f(f(y),y,9 (), porque 10 = Ey0 = f(f (b),b,9 (u)).

3.3.13. EXEMPLO. Dadas as substitui¢oes § = {z — z,y — z,u— f(z,2)},
A={y—=zteo={r—y,u— f(y,2)}, entdo o é o umg porque § = o o \.

3.3.14. DEFINICAO. Sejam C; e (5 duas clausulas. Entao, C <, C5 se existir

uma substituicao o tal que Cio C C5 e dizemos que C subsume Cj.

3.3.15. DEFINICAO. Dado um conjunto nao vazio de expressoes E, o conjunto
de desacordo D (E) de E é o conjunto das subexpressoes de E obtidas localizando
o simbolo mais a esquerda no qual nem todas as expressoes em F tém exatamente
o mesmo simbolo e extraindo de cada expressao em E a subexpressao que comeca

com o simbolo que ocupa essa posicao.

3.3.16. ExempLO. Para F = {P(x, f (y,2)), P(x,a), P (z,g (h(k(z))))} temos
que D (E) ={f(y,2),a,9 (h(k(z)))}

O problema da unificacao é o de encontrar um umg de dois dados termos. Este
é um procedimento puramente mecanico para o qual ha mais do que um algoritmo,
de entre os quais o algoritmo de Robinson parece ser o mais eficiente (cf. Hoder &

Voronkov, 2009). Dado um conjunto Lit de literais como input,

Faca-se 0 := ¢
Enquanto |o (Lit)| > 1 {
selecionar um par de desacordo d em o (Lit);

se d ndo contém nenhuma varidvel entao {
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stop e retorne-se “nao unificavel”;
} caso contrario {
faga-se d = (z,t) com z uma variavel;
se x ocorre em t, entao “occurs check” {
stop e retorne-se “nao unificavel”;
} caso contrario {
faca-se 0 := oo (z — t);
}
}

} retorne-se o;

A aplicagao de regras de unificagao é um procedimento alternativo (cf. por exem-
plo, Baader & Snyder, 2001). Sejam o e 6 designagoes para substituigoes e denote-
se que a aplicacao de uma regra falha por L. Para P e () pares de expressoes

{{Ey, F1), ..., (E,, F,,)}, as regras de unificacdo de P e () tém a forma geral

P;o= Q;0 ou

Pio= 1.

O procedimento de aplicagdo (sucessiva) das regras de unificacdo termina ou em
sucesso (denotado por €)) ou em falha. Note-se que a ordem de aplicacao das regras
nao é deterministica.

As regras de inferéncia especificas sao as seguintes:

1. Trivial:
{(s,8)}UP :0= Po

Exemplo: Para o par de expressoes (P (a), P (a)), temos

{{(P(a),P(a))};e=r
D; e

2. Decomposicao:

{f (815 0y80) , f (t1y oo b)) YU Plso = {(s1,t1) 5 oy (Spy tn) U Pl 0
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se f(S1, .y Sn) FZ f (1, oy tn).

Exemplo: Para o par de expressoes P (f (a),g(x)) e P(y,z) temos

{(P(f(a),g(x)), P(y,2))}; €= Dec
{(f(a),y),{g(x),2)};e

3. Orientacao:

{{t, )} UP ;0 = {{x,t)}UP;0o

na condicao de t nao ser uma variavel.

Exemplo: Aplicando esta regra ao resultado obtido no exemplo acima, temos

4. Eliminacao de varidveis:

{{z,t)} UP';0 = P'6;00

na condigdo de x nao ocorrer em t e § = {x — t}.

Exemplo: Dado o par de expressoes P (z, f (a)) e P(g(y),z), temos

{(P(z,f(a)), P(g(y),2))};e=nv
(g (W), f(a)};{z = fla)}

5. Choque de simbolos:

se f #g.

Exemplo: Tomando o resultado obtido no exemplo anterior, temos

({9 (), f(a))};e=cns
L
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6. Occurs check:

{z,t)JUP 0= L

se x ocorre em t e x # t.

Exemplo: Dado o par de expressoes P (z) e P (f (z)), temos

{{z, [ (2))} ;e =00
4

3.3.17. DEFINIGAO (resolugao binaria). Sejam C; e Cy duas clausulas (chamadas
cléusulas pais) sem quaisquer variaveis em comum. Sejam L; e Lo dois literais em

C} e (5, respetivamente. Entao, a clausula

(01 —Ll)OU (CQ —LQ)O'

em que o ¢ um umg, chama-se uma resolvente bindria de Cy e Cy, e os literais L, e

Lo sao os literais resolvidos. A regra de inferéncia é

Cl V Ll 02 V _|L2
(Cl V Cz) o

em que o é um umg de Ly e Lo.

3.3.18. DEFINIGAO (fatorizagdo). Um fator de uma clausula C' é uma cldusula
Co em que o é um umg de uma qualquer C! C C. Se Co é uma clausula unitaria,
entao chama-se um fator unitdrio de C. Note-se que toda a clausula é um fator de

si mesma, i.e.,

C
Co
Dadas n clausulas C1, ..., C),, a seguinte regra de inferéncia chama-se fatorizacao
(positiva):
CiVv(CyV (s
(CyVv(Cy)o

em que ¢ é um umg de C5 e Cs.

3.3.19. DEFINIGAO. Uma resolvente das clausulas (pais) C; e Cy é uma das

seguintes resolventes binarias:
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(i) uma resolvente binaria de Cy e Cy,

(i) uma resolvente binaria de C; e um fator de Cy,
(iii) uma resolvente de um fator de C; e Cy,

(

iv) uma resolvente de um fator de C e um fator de Cj.

3.3.20. TEOREMA (resolucdo binaria). Uma resolvente C' = C] V Cj de duas
clausulas (pais) C; = O}V L; e Cy = CyV Ly de LPO é uma consequéncia logica de C;
e (5 se existe uma substituicao o tal que o unifica o par de literais complementares

Ll e L27 i.e.,
CiVL CyVL
(C’i V C’é) o

3.3.21. EXEMPLO. Sejam C} = P(z) V Q(z) e Cy = =P (2) V R(z) V =P (a).
De modo a implementar a resolugdo binaria nestas duas clausulas, temos de (i)
renomear a variavel z em Cy (cf. def. 3.3.6), uma vez que esta aparece nas duas
clausulas, bastando para tal renomear x como y; (ii) fatorizar =P (z) e =P (a) em
(5, nomeadamente por meio do conjunto de substituicdo o = {z — a} (cf. def.
3.3.18). Temos entao C; = P(z) VQ(x) e Co0 = =P (a) V R(y). Dado o umg
0 = {z — a}, temos a resolvente binaria @ (z)V R (y) correspondente a (C; V Cyo) 0
para os literais resolvidos L1 = P (z) e Ly = =P (a). A figura 3.3.2 mostra como a
arvore de deducao falha: C = {C}, Cs} é satisfazivel, pelo que nao se pode deduzir

de C a clausula vazia.

3.3.3 Completude do principio de resolucao

Duas regras de inferéncia descrevem o calculo de resolucao de modo essencial: a
resolugao binaria (def. 3.3.17) e a fatorizagdo (positiva) (def. 3.3.18). De modo a
demonstrar a completude do principio de resolucao necessitamos ainda do teorema

conhecido habitualmente por lifting lemma:

3.3.22. TEOREMA (Lifting lemma). Sejam C|, C, instancias de O} e Cs, respeti-
vamente. Se C'é uma resolvente de C] e de Cj, entdo existe uma resolvente C' de

Ch e (5 tal que C' é uma instancia de C.

Demonstragao. (Esboco) Seja

/

C' = (Ci’y - Lh) U (Cﬂ - L’w)
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renom.

—P(z) VR(y)V =P(a)

o=1{z—a;

—P(a) vV R(y) V =P(a)

f= {x v~ a} Cro

=

P(a) Vv O(a) —P(a) V R(y)

O(a) V R(y)

Figura 3.3.2: Exemplo de uma arvore de deducao que falha.
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em que v é um umg de L} e =L,. Tem de se mostrar que C’ é uma instancia de C,
C = ((CiA) o — Lio) U ((CoN) 0 — Lao)

em que o é um umg de Ly e =Ly e \; é um umg para {L;,..., L'} com L; = L\,
i=1,2,ser; >1;ser; =1, entdo faz-se \; = e e L; = L} \;. Para tal, basta mostrar
que existe uma substituicdo 6 tal que C; = C16, Cy = Cofl e (Ao o) <, (foy). O

3.3.23. TEOREMA (completude do principio de resolugdo). Um conjunto C de

clausulas é insatisfazivel sse existe uma deducao de C da clausula vazia (1.

Demonstra¢ao. (=) Damos um esbo¢o da demonstragao. Dado que uma contradi-
¢ao (i.e., a clausula vazia) pode ser deduzida a partir de um qualquer conjunto de
clausulas insatisfazivel, a procura por uma ¢ por saturacao do conjunto de clausulas,
ou seja, pela aplicacao sistematica e exaustiva das regras de inferéncia até derivar
a clausula vazia. Em termos de uma arvore semantica, isto implica que se gera a
arvore para um conjunto C s6 com o no-raiz apoés, pelo teorema 3.3.22, um processo
de obtencao de arvores cada vez mais pequenas Té, Tg, ... para CU{C}, em que C
é uma resolvente das cldusulas C e C5. O no-raiz s6 é gerado quando se deriva L.
Logo, existe uma deducao de [J a partir de C.

(<) Suponha-se que existe uma dedugao de O a partir de C. Sejam Ry, ..., Ry as
resultantes na deducao. Suponha-se que C é satisfazivel. Entao, existe um modelo
M de C. Pelo teorema 3.3.3, M satisfaz Ry, ..., R;. Mas isto é impossivel, uma vez

que uma destas resolventes ¢ [1. Logo, C deve ser insatisfazivel. O

3.4 Refinamentos da resolucao

Os aspetos fundamentais da resolucao foram dados acima. De modo a evitar a

formagao de clausulas redundantes aplicam-se varios refinamentos da resolucao.

3.4.1. DEFINIGAO. Sejam Res,; um mapeamento do conjunto C de todos os
conjuntos finitos de clausulas para o conjunto Res de todas as dedugoes por resolugao
(i.e., deduces R) e p uma Res basica (i.e., ground). Res,; ¢ um refinamento da

resolucao sse
1. Para todo o conjunto de clausulas C € C se tem que Res,; (C) C Res (C).

2. {0] 0 € Res,;(C)} & decidivel para todo C € C.

3. Para cada C € C existe um algoritmo & que constroi Res, (C).
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4. Se C C D, entdo tem-se que Res,f (C) C Res, s (D).

3.4.2. DEFINIGAO (completude de um refinamento de resolu¢ao). Um refina-
mento de resolu¢ao Res,; € completo se, dado um qualquer conjunto de clausulas

insatisfazivel C, Res, s (C) contém uma refutacao R de C.

Héa hoje muitos refinamentos da resolugao (cf. Chang & Lee, 1973; Leitsch, 1997);
abordamos aqui apenas aqueles de interesse para a resolucao aplicada as logicas

multivalentes, a tematica do préximo capitulo.

3.4.1 Ordenamento de atomos

3.4.3. DEFINICAO (A-ordering). Sejam ) o conjunto de todas as formulas ato-
micas e o uma substituicao qualquer. Um ordenamento atomico <, é uma relacao
binaria em € tal que <4 é (1) irreflexivo e (2) transitivo, e (3) para todo A, B € Q
temos que A < B implica que Ao <4 Bo.

Dada a condicao (1), é 6bvio que A e B nao sao unificaveis, i.e., Ao # Bo. O
aspeto mais importante no que respeita a <4 é a especificacao do ordenamento; esta

recai comummente na complexidade dos termos e das variaveis de atomos.
3.4.4. DEFINICAO. (i) Denotamos por 9 () e definimos profundidade de termo

(1) de um termo como

9(t) =0

para t € V U Cons; para f € Fun, tq,...,t, sao termos, temos

O(f (try oo tyn)) =14+ max {0 (t;) |1 =1,...,n};

(2) de um literal L

V(L) =max{V(t) |t € arg(L)},

(3) de uma clausula C

Y (C)=max{V (L) | L eC},

(4) de um conjunto de clausulas C
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Y (C) =max {9 (C) |C €}

(i) Denotamos por ¥4, (x, F) e definimos profundidade mazimal de uma varidvel

T numa expressao ' como

(1) para F um termo t

0 sex ¢ V(t) oux=t
ﬁmax (.T,t) = )
1+ max{Vmna (x,t;) |i=1,....,n} se ¢

b=xcV(t)et=f(t1,....tn), [ € Fun,

(2) para E um atomo P (ti,...,t,)

Vmaz (€, P (t1, ..., t,)) = mazx {(x,t;) |i=1,...,n},

(3) para FE um literal L

ﬂmam (x, L) = ﬁmax (IL’, arg (L)> )

(4) para F uma clausula C' = L, V ...V L,

Vmaz (2, L1V ...V Ly,) = max {mas (2, L;) |1 =1,....,n}.

3.4.5. EXEMPLO. Sejam A = P(x,f(f(y))), B = Q(f(x)) e C = {A,-B}.
Entdo, 9 (A) =2,9(B) =1, 9(C) =2, Ynae (2,C) =1 € Vs (y,C) = 2.

Dada esta definicao, podemos agora especificar um ordenamento <, tal que, para

quaisquer atomos A e B se tem que A <, B sse

(i) 9 (A) <9 (B) e
(i) para todo x € V(A) : Ypmaz (£, A) < Upnae (x, B) (implicando que V' (A) C
V(B)).

(i) e (ii) garantem a reflexividade e a transitividade de <,. Note-se que se (i)

e (ii) sdo satisfeitas, entdo para todas as substitui¢bes o e para todo y € V (Ao)
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temos que

(i*) 9 (Ao) < ¥ (Bo) e
(ii*) Vax (Y, Ao) < Vs (y, Bo).

3.4.6. EXEMPLO. Para <, temos

P(z,2) <a Q(f(2),y)

uma vez que se tem que ¥ (P (z,z)) =0, 9 (Q (f (z),vy)) = 1, Vmas (P (z,2)) =0 ¢
Umaz (Q (f (z),y)) = 1, e para qualquer substitui¢cdo o = {x — t} para um qualquer
termot, (P (z,2) 0) <9 (Q (f (z),y) ) e Vpaw (P (2,2) 0) < Vpnaa (Q (f () ,y) 0).

3.4.7. EXEMPLO. Para <, temos

Pz, f(a) £a Q (z, f (2))

P(z,a) £o P (f (a),2)

No primeiro caso, a condicao (i) é violada; no segundo caso, (ii) é violada.

3.4.8. DEFINICAO. Chame-se condensada uma clausula C' se nao existe nenhum
fator de C que é uma subclasse propria de C e chame-se C” a condensacao de C se
C’ é um fator de C tal que C' C C. As condensagoes sao tnicas a menos de reno-
meacao. A regra de condensacdo estipula que num procedimento de demontracgao

uma clausula ¢ imediatamente substituida pela sua condensacao, se ela existir.

3.4.9. ExXempPLO. {P(z,y),P (y,x)} é condensada. {P (z,y),P (z,a)} ndo é

condensada; a sua condensacdo é {P (z,a)}.

3.4.10. DEFINIGAO. Sejam C um conjunto de clausulas condensadas e <4 um
ordenamento de atomos. Seja C' uma resolvente de duas clausulas C7, Cy € C. Entao
(a condensacao de) C é uma resolvente < 4 de C e Cy se nao existir nenhum literal L
em C' tal que B <4 L para B o atomo resolvido na resolucao de C e 5. Denotamos

que C' é uma resolvente <4 de um conjunto de clausulas C por C € p <4 (C).

3.4.11. EXEMPLO. Sejam C e Cy as clausulas Cy = {Q (f (z1),21) ,~R(f (z1))}
e Co ={R(f (z1)),Q (x1,22)}. Obviamente, C; e C; sdo condensadas. Seja agora
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C ={C1, Cs}. Queremos obter uma resolvente C' € p <, (C).

O primeiro passo é uma renomeacao das variaveis. Por exemplo, O} = Q (f (z),2)V
—R(f(x)) e Cy = R(f(y) V-Q(y,2). Temos duas possibilidades para obter
uma resolvente C' € p <, (C): Dado 0 = {y+ z}, 0 = umg (C},C}), obtemos
A=Q(f (), 5)V=Q ((x,2)) e com 8 = {y s [ (x) 2 > £}, 6 = umg (C;, C3), ob-
temos B =R (f (z))VR(f (f (x))). Porém, s6 para A se verifica que A € p <, (C),
visto que R(f (z)) £o L para L = Q(f (z),z) ou L = =Q (z, 2); pelo contrario,

B ¢ p <a (C) porque Q (f (2),2) <a R(f(f(x))).

Note-se que este exemplo mostra que é necessario utilizar critérios a posteriori e
que de entre estes temos de escolher o mais forte. Com efeito, um critério a priori
de <, nao teria impedido a resolucao de B, até porque a priori nao existe qualquer

o )

relacao de ordenamento <, entre os atomos de C; e Cs.

3.4.12. DEFINICAO. Seja C um conjunto de clausulas condensadas e <4 um
ordenamento de atomos. Uma deducdo Res <4 de uma clausula condensada C' de

C é uma sequéncia (1, ...,C), tal que

(1) C,=Ce
(2) Paratodoi=1,....,n, C; € Cou C; € p <4 ({C}, Cy}) para quaisquer j, k < i.

3.4.13. TEOREMA (completude da dedugdo Res <4). Seja C um conjunto finito
de clausulas condensadas e <4 um ordenamento de dtomos. Se C é insatisfazivel,

entao existe uma refutacao Res <4 de C.

Demonstracao. (=) A demonstracdo é por construgdo de uma arvore seméantica
fechada: dado o conjunto de atomos A (C) = {44, ..., A,} e um ordenamento tal que
A; < Aj para i < j < n, é possivel construir uma arvore com as etiquetas A; e
- A7 nas duas arestas que partem imediatamente do no-raiz e com as etiquetas A,
e 1A, nas arestas dos nés de insucesso, sendo que em cada ramo existe um no de
insucesso. Lembramos que pelo teorema 3.2.17 cada né de insucesso falsifica uma
clausula de C e que uma arvore semantica T¢ é fechada se todos os ramos terminam
num no6 de insucesso. Se tomarmos uma arvore semantica fechada de C, revertendo
o processo da sua construcao até ao seu colapso na clausula vazia (a raiz), ou seja,
[0 € Res <4, mostramos que nao pode deixar de existir uma dedugdo Res <4 de C.
(Cf. teorema 3.3.23 e respetiva demonstragao.)

(<) A demonstracao segue como para o teorema 3.3.23, i.e., nomeadamente pela

defini¢ao 3.4.10 e pelo facto que [0 € Res <4 (C) para uma qualquer C; = [J. n
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3.4.2 Hiper-resolucao e resolucao semantica

A hiper-resolucao é uma espécie de macro-resolucdo, ou seja, a contracao de uma

sequéncia de passos de resolucao numa tnica inferéncia.

3.4.14. DEFINIGAO. Sejam C uma clausula nao positiva e Dy, ..., D,, clausulas
positivas, C, Dy, ..., D, € C. Entao, = = (C; Dy, ..., D,,) chama-se uma sequéncia
de choque em que C é o nicleo e D, ..., D, sao os satélites. Sejam Cy = C e
Civ1 € Res({Cy, Diy1}) parai = 1,...,n — 1. Se C, é definida e positiva, entdo
diz-se que C,, é uma hiper-resolvente de =. Denotamos por Ry (C) o conjunto de
todas as hiper-resolventes de um conjunto de clausulas C e chamamos operador de

hiper-resolugao ao operador correspondente I?j;.

3.4.15. EXEMPLO. Seja C o conjunto das clausulas C; = P (a,b), Cy = P (b,a),
Cy = =P (x,y) VP (y,z) VP(z,2) e Cy = =P (a,a). Na refutagdo por resolucio
que se segue, uma das clausulas resolventes é sempre positiva; com efeito, trata-se

de resolver = = (C5; Cy, Cy), em que os satélites (ou eletroes) Cy e Cy sao clausulas

positivas.

Cy Pl(a,b)

Cy P(b,a)

Cs —P(z,y)V-P(y,z)VP(x,z2)

Cy —Pl(a,a)

Cs —P(x,b)V P(z,a) Resolvente de (Cy, Cs5) o,
o={y— b,z a}

Cs Pla,a) Resolvente de (C4,C5) 0,
0 ={z—a}

¢, O Resolvente de Cy e Cg

Dizemos que Cg = P (a,a) é uma hiper-resolvente de = = (Cs; C1, Cy) na medida
em que se pode dizer que C5 = =P (z,b) V P (x,a) é um resultado intermédio com
relacao a Cg. Note-se que em C o literal negativo pertence ao nucleo e o positivo é
de facto o satélite (C7) A (ou(Cq) A\) para A = {b+ a}. As macro-resolventes de C
sao pois Cg e Cr. Temos entao que R}, (C) = CU{P (a,a),}, sendo que todas as

clausulas produzidas contém no maximo um atomo.

Este é um exemplo de hiper-resolucao positiva porque todos os eletroes e as hiper-

resolventes sao positivas. No caso de hiper-resolugcao negativa os eletroes e as hiper-
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resolventes sao negativas. Num caso como no outro, trata-se de impor uma inter-
pretacao na resolucao de um conjunto de clausulas, pelo que a hiper-resolucao ¢ um

tipo de resolucao semdntica.

3.4.16. DEFINIGAO. Dado um conjunto de clausulas C e o conjunto Pred (C) dos
predicados de C, seja Z = (2, O, §) uma interpretacao tal que para todo predicado de
m lugares P € Pred (C) temos que © (P) (dy, ..., d,,) = F para todo dy, ...,d,, € Z.
Entao todas as clausulas positivas sao falsas em Z e todas as restantes clausulas sao

verdadeiras em 7.

3.4.17. DEFINICAO. Sejam C um conjunto de clausulas e Z uma interpretacao
para C. Sejam C e (5 clausulas na assinatura de C tal que pelo menos uma de C, C
é falsa em Z. Entao diz-se de todas as resolventes de Cy e Cy que sao resolventes
T semdanticas. Considere-se agora o conjunto C U D; seja C o conjunto de clausulas

verdadeiras em Z e D o conjunto de clausulas falsas em Z. Seja
pz (D) = {FE | E é uma resolvente Z semantica de D} .

Definimos o operador da resolucao semantica Rz como

Rz (D) = DU p; (D).

3.4.18. DEFINICAO. Dado um conjunto de clausulas C, sejam Z uma interpreta-
¢ao e P um ordenamento de P, Q, ... € Pred (C). Um conjunto finito de clausulas de
C constitui uma sequéncia de choque semdntico (ou choque PI) Zpr = (N; E1, ..., E,,)

em que N denota o nucleo e Fy, ..., E,, os eletroes ou satélites de = (C) sse
1. Ey,..., E, sao falsos em Z;
2. Seja €} = N. Para cada i = 1, ...,n existe uma resolvente C;,; de C; e Ej;

3. O literal resolvido de F; contém o maior simbolo de predicado em FE;, 1 =

1,...,n;
4. Cpyq ¢ falsa em Z.°

Ch41 chamarse a resolvente PI de Zp7 (C) = (N; Ey, ..., Ey).

®Lembramos que [J é sempre falsa em qualquer interpretacio (prop. 1.1.32).
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3.4.19. EXEMPLO. Sejam Fy =PV R, EFb =QV Re N=-PV-QV R. Dados
a interpretacao Z = {—=P,—-Q, R} e o ordenamento P > ) > R, entao (N; Ey, E»)

é um choque PI e a resolvente deste choque ¢ R. Note-se que R é falsa em Z.

Além desta restricao dos sinais da sequéncia de choque, a hiper-resolucao im-
poe outras restricoes no espaco de escolha das clausulas a resolver, evitando assim
que muitas formulas redundantes sejam produzidas e adicionadas ao espaco da pro-
cura. Demonstramos apenas a completude da resolugao semantica, da qual a hiper-
resolucao ¢ um tipo, uma vez que abaixo ela ser-nos-a ttil (seccao 4.3). (Leitsch,
1997, p. 136ss da uma demonstragao da completude da hiper-resolugao.) Dado que
utilizando uma qualquer interpretacao Z e um qualquer ordenamento P podemos
sempre obter uma deducao PI de [ a partir de um conjunto de clausulas bésicas in-
satisfazivel, demonstramos a completude da resolucao seméantica pela demonstracao

da completude da resolucao PI.

3.4.20. TEOREMA (completude da resolucao PI). Se P é um ordenamento de
simbolos de predicados num conjunto finito e insatisfazivel de clausulas C e se 7 é

uma interpretacao de C, entao existe uma deducao PI de [J a partir de C.

Demonstracao. A demonstracao é por inducao com respeito ao nimero de atomos
de C. Seja C um conjunto insatisfazivel de clausulas basicas. Seja que A (C) = {P}.
Entdo, C = {P,—~P} = C’. Obviamente, a resolvente de C’' é [J, seja qual for a
interpretacdo Z (i.e., Z = {P} ou T = {—P}). Logo, P ou =P ¢ falso em Z e [0 &
de igual modo falsa em Z, e temos que [J é uma resolvente PI.

Demonstramos que o teorema vale para n = 1. Suponhamos agora que o teorema
vale para |[A(C)| = i,1 < i < n. Para completar a inducdo, consideramos que
|A(C)| = n+ 1. Comegamos por procurar uma clausula unitéria L falsa em Z.

(i) C contém uma clausula unitaria L que é falsa em Z. Entao, pela eliminacao das
clausulas em C contendo L e eliminando —L nas restantes clausulas de C obtemos C'.
Obviamente, C' é insatisfazivel (cf. regra do literal Gnico; exemplo 3.3.1). C’ contém
n ou menos do que n atomos, pelo que pela hipétese da inducao existe uma deducao
PI de O a partir de C’. Denotemos esta deducao PI por D’; podemos obter uma
deducao de [ de C a partir de D’ bastando para tal substituir cada sequéncia de
choque (N’; E,, ...,E(;), em que N', Ej, ..., E, sao clausulas ligadas aos nés iniciais
de D" e N’ se obteve de N por eliminacao de —L, pela sequéncia de choque PI
(N, L; Ei, ...,E;). Se E; se obteve de E; pela eliminacao nela de —L, junta-se o
choque PI (L; E;) acima do né de E;. Obtemos assim uma deducio PI de [J a partir
de C.
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(ii) C ndo contém uma clausula unitaria L falsa em Z. Neste caso, podemos obter
uma, deducao PI D’ de O a partir de C’, em que C’ se obtém pela aplicacao da regra
do literal Gnico a um literal L que é o simbolo de predicado menor num qualquer
conjunto {B,~B} C A(C) e é falso em Z. Obviamente, C’ é insatisfazivel. C’ contém
n ou menos do que n atomos, pelo que pela hipdtese da inducao existe uma deducao
PI D' de O a partir de C’. Coloque-se agora de novo o literal L nas clausulas das
quais primeiramente foi removido e denote-se por D; a deducdo obtida de D’ por
esta operacao: D; continua a ser uma deducao PI, uma vez que L contém o simbolo
de predicado menor e é falso em Z. E evidente que D; = 0 ou D; = L. No primeiro
caso, a demonstragao esta concluida. No segundo caso, por (i) obtemos uma deducio
PI D, = O a partir de CU {L}, em que L é uma clausula unitaria e é falso em Z.

Pela combinagao de D; e Dy obtém-se uma deducao PI de [ a partir de C. [

O teorema de Herbrand (versao II; teorema 3.2.6) e o lifting lemma (teorema
3.3.22) garantem que este resultado (a completude da resolugdo PI) vale para um

qualquer conjunto de clausulas insatisfazivel, ou seja, um conjunto de clausulas nao
basicas (cf. Chang & Lee, 1973, p. 107).

3.5 A resolucao como procedimento de

demonstracao

3.5.1 A resolucido e os problemas SAT e da decisao

O problema SAT (def. 3.1.1) tem multiplas aplicagoes, de entre as quais uma das
mais importantes é a demonstracao automatica de teoremas. Como sabemos ja, os
problemas SAT e da decisao sdo recursivamente equivalentes, ou seja, uma formula
¢ é valida sse —¢ é insatisfazivel. Assim sendo, podemos testar a validade de um
teorema (um conjunto de cldusulas) pela testagem da sua insatisfazibilidade. A
aplicacao de um demonstrador de teoremas por resolucao completo ¥ a um conjunto

de clausulas C produz um dos trés resultados seguintes (cf. secgao 3.1.1):

(i) Derivagao de O

(ii) ¥ (C) é finito (ou seja, dado C verifica-se que ¥ termina) e ¥ (C) nao contém
uma refutacdo. Visto que ¥ é completo, sabemos que C é satisfazivel.

(iii) ¥ (C) ¢ infinito e ndo contém uma refutagdo de C. Dado C, verifica-se que ¥

nao termina; uma vez que ¥ é completo, C é satisfazivel.
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Correspondentemente, um refinamento de resolugao Res,; ¢ um método de de-
monstracao completo na medida em que, dado um conjunto de clausulas C como

mput, ha trés possibilidades :

(i*) Res,s termina e refuta C, i.e., produz 0. Sabemos que C ¢ insatisfazivel.

(ii*) Res,s termina sem produzir (0. Dado que Res,; é completo, C deve ser
satisfazivel.

(iii*) Res,s ndo termina. Res, s (C) é infinito e O ¢ Res, s (C). C deve ser satisfa-

zivel, mas Res, s (C) ndo nos permite detetar esta propriedade.

3.5.2 Implementacdes da resolucdo no Prover9/Mace4

Dependendo do input, a tarefa de demonstracao de um teorema pode nao ser trivial,
podendo mesmo ser basicamente impossivel para um computador humano. Como
se disse acima, o grupo no Argonne National Laboratory desenvolveu um demons-
trador para LPOC baseado na refutagao, Otter, o qual funcionava implementando
procedimentos de resolugao. O seu sucessor atual ¢ conhecido como Prover9/Mace4
e implementa a resolugao binaria. (O Prover9 implementa ainda procedimentos de
demonstracdo para a logica equacional, i.e., paramodulagio.) O Prover9 é altamente
eficiente na demonstracao de teoremas por resolucao, uma vez que além de fazer as
transformacoes necessarias para logica clausal, efetua ainda um algoritmo de unifica-
cao, sendo assim completamente auténomo no que diz respeito a este procedimento
de demonstracao. Podemos assim deixar a tarefa da demonstracao completamente a
cargo do Prover9 em casos mais complexos, ou recorrer a ele apenas para partes mais
complicadas de uma demonstragdo. (Note-se que o Prover9/Mace4 é um software

gratuito: http://www.cs.unm.edu/~ mccune/prover9/.)
3.5.1. EXEMPLO. Seja dada a seguinte teoria:

P) Va(F(z) = 3y (Gy) AH(z,y) Ay (G (y) A —H (2,y)))
() 3z (J(z) AVy (G (y) = H(v,y)))
Py) 3Jx(J(z) N—F (2))

Queremos saber se a teoria é valida. A repeticdo de atomos em P; torna a tarefa
da demonstracao algo complexa, pelo que o recurso ao Prover9 se mostra aqui atil.
Introduzimos entao P, e P, na janela superior e P3 na janela inferior (ou =P na

janela superior apos P; e P») do Prover9. Obtém-se uma demonstracao da validade
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da teoria: apo6s 14 passos apenas, e implementando somente a resolucao binaria, o

Prover9 deduz a clausula vazia (denotada por §).

A Comments from original proof --------
% Proof 1 at 0.00 (+ 0.06) seconds.

% Length of proof is 14.

% Level of proof is 5.

% Maximum clause weight is 0.

% Given clauses 0.

—

(all x (F(x) -> (exists y (G(y) & H(x,y))) & (exists y (G(y) &
-H(x,y))))) # label(non_clause). [assumption].

2 (exists x (J(x) & (all y (G(y) -> H(x,y))))) # label(non_clause).
[assumption] .

3 (exists x (J(x) & -F(x))) # label(non_clause) # label(goal).
[goall.

4 -J(x) | F(x). [deny(3)].

7 -F(x) | G(f2(x)). [clausify(1)].

8 -F(x) | -H(x,f2(x)). [clausify(1)].

10 J(c1). [clausify(2)].

12 -J(x) | G(f2(x)). [resolve(4,b,7,a)].

13 -J(x) | -H(x,f2(x)). [resolve(4,b,8,a)].

15 -G(x) | H(cl,x). [clausify(2)].

16 G(f2(c1)). [resolve(12,a,10,a)].

17 -H(c1,f2(c1)). [resolve(13,a,10,a)].

19 H(c1,f2(c1)). [resolve(16,a,15,a)].

20 $F. [resolve(19,a,17,a)].

O Prover9 demonstrou que Py, P, |= P; pela insatisfazibilidade de (P A Py A —P3)
(cf. Seccao 1.2.2, nomeadamente os teoremas 1.2.8-9 e 1.2.11), uma vez estas trans-
formadas em FNC.

3.5.2. EXEMPLO. Aumentamos o grau de complexidade de uma teoria. Mos-

tramos como o Prover9 implementa a resolucao na demonstragao de um problema

proposto por L. Schubert em 1978 conhecido como Schubert’s steamroller e o qual
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pretendia representar um desafio para a demonstragao automatica de teoremas. O
problema é de facto complexo, nomeadamente a nivel combinatorial, mas foi resol-
vido pela primeira vez em 1985 por um célculo de resolugao (cf. Walther, 1985).

Apresentamos o problema formulado em inglés e a nossa respetiva traducao para
LPOC:

Wolves, foxes, birds, caterpillars, and snails are animals, and there
are some of each of them. Also there are some grains, and grains are
plants. Every animal either likes to eat all plants or all animals much
smaller than itself that like to eat some plants. Caterpillars and snails
are much smaller than birds, which are much smaller than foxes, which
are in turn much smaller than wolves. Wolves do not like to eat fozes
or grains, while birds like to eat caterpillars but not snails. Caterpillars
and snails like to eat some plants. Prove there is an animal that likes to

eat a grain-eating animal.

(P) Yax(W(x)— A(x)) ATz (W (2))
(Py) VY (F(x)— A(x))AJz(F ())
(P3) Vz(B(z)— A(x)) AJz(B(x))
(Py) Vx(C(x)— A(x)) A Iz (C(2))
(Ps) Vx(S(x)— A(x))AJz(S(2))
(Fs)  Fa (G (2)) AVz (G (z) = P(x))
(Fr)

V(A (z) = (Yy (P (y) — Eats (x,y))V
A Eats (y,2))) — Eats (z,y))))

<
8
<C
<
«© Q
S
>
Sy
S
i
n
3
g
)
=
=
E

Vo (C(z) — Jy (P (y) A Eats (x,y)))
Vo (S (z) — Jy (P (y) A Eats (z,y)))
Jx3y (A (x) A (A(y) A3z (G (2) A Eats (y, z))) A Eats (x,y))

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ —~
~— — — — ~— — — —

Segue-se a demonstracao pelo Prover9.
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h ————-——- Comments from original proof --------
%» Proof 1 at 0.01 (+ 0.06) seconds.

%» Length of proof is 65.

% Level of proof is 9.

% Maximum clause weight is 13.

% Given clauses 31.

1 (all x (W(x) -> A(x))) & (exists x W(x)) # label(non_clause).

[assumption] .
2 (all x (F(x) -> A(x))) & (exists x F(x)) # label(non_clause).
[assumption] .
3 (all x (B(x) -> A(x))) & (exists x B(x)) # label(non_clause).
[assumption] .

5 (all x (S(x) -> A(x))) & (exists x S(x)) # label(non_clause).
[assumption] .

6 (exists x G(x)) & (all x (G(x) -> P(x))) # label(non_clause).
[assumption] .

7 (all x (A(x) -> (all y (P(y) -> Eats(x,y))) | (all y (A(y) &
Smaller(y,x) & (exists z (P(z) & Eats(y,z))) -> Eats(x,y)))))

# label(non_clause). [assumption].

9 (all x all y (S(x) & B(y) -> Smaller(x,y))) # label(non_clause).
[assumption] .

10 (all x all y (B(x) & F(y) -> Smaller(x,y))) # label(non_clause).
[assumption] .

11 (all x all y (F(x) & W(y) -> Smaller(x,y))) # label(non_clause).
[assumption].

12 (all x all y (W(x) & (F(y) | G(y)) -> -Eats(x,y)))

# label(non_clause). [assumption].

14 (all x all y (B(x) & S(y) -> -Eats(x,y))) # label(non_clause).
[assumption] .

16 (all x (S(x) -> (exists y (P(y) & Eats(x,y))))) # label(non_clause).

[assumption] .
17 (exists x exists y (A(x) & A(y) & (exists z (G(z) & Eats(y,z))) &

Eats(x,y))) # label(non_clause) # label(goal). [goal].
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18 W(cl).

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
31
33
34
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52

-P(u)

53
54
55
b6
57
58
63
64
65
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-W(x)
-F(x)
-W(x)
-W(x)

F(c2).

-F(x)
-B(x)
-F(x)
-F(x)

B(c3).

-B(x)
-S(x)
-B(x)
-B(x)

S(ch).

-S(x)
-S(x)
-S(x)
-S(x)
-S(x)
-G(x)

G(ch).

-A(x)
-G(x)

[clausify(1)].

A(x). [clausify(1)].

-W(y) | Smaller(x,y). [clausify(11)].
-F(y) | -Eats(x,y). [clausify(12)].
-G(y) | -Eats(x,y). [clausify(12)].
[clausify(2)].

A(x). [clausify(2)].

-F(y) | Smaller(x,y). [clausify(10)].
Smaller(x,cl). [resolve(20,b,18,a)].
-Eats(cl,x). [resolve(21,a,18,a)].
[clausify(3)].

A(x). [clausify(3)].

-B(y) | Smaller(x,y). [clausify(9)].
-S(y) | -Eats(x,y). [clausify(14)].
Smaller(x,c2). [resolve(25,b,23,a)].
[clausify(5)].

A(x). [clausify(5)].

P(£f2(x)). [clausify(16)].
Eats(x,f2(x)). [clausify(16)].
Smaller(x,c3). [resolve(31,b,28,a)].
-Eats(c3,x). [resolve(33,a,28,a)].
P(x). [clausify(6)].

[clausify(6)].

-A(y) | -G(z) | -Eats(y,z) | -Eats(x,y). [deny(17)].
-Eats(cl,x). [resolve(22,a,18,a)].

Smaller(c2,cl). [resolve(26,a,23,a)].
-A(x) | -P(y) | Eats(x,y) | -A(z) | -Smaller(z,x) |

| -Eats(z,u) | Eats(x,z). [clausify(7)].

Smaller(c3,c2). [resolve(34,a,28,a)].
Smaller(c5,c3). [resolve(45,a,41,a)].

A(cl).
A(c2).

[resolve(18,a,19,a)].
[resolve(23,a,24,a)].

-Eats(cl,c2). [resolve(27,a,23,a)].

A(c3).
A(ch).

[resolve(28,a,29,a)].
[resolve(41,a,42,a)].

P(£f2(c5)). [resolve(43,a,41,a)].
Eats(c5,f2(c5)). [resolve(44,a,41,a)].
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66 -Eats(c3,c5). [resolve(46,a,41,a)].

67 P(c6). [resolve(47,a,48,a)].

68 -A(x) | -A(y) | -Eats(y,c6) | -Eats(x,y). [resolve(49,c,48,a)].
69 -Eats(cl,c6). [resolve(50,a,48,a)].

70 -A(c1) | -P(x) | Eats(cl,x) | -A(c2) | -P(y) | -Eats(c2,y) |
Eats(cl,c2). [resolve(bl,a,b2,e)].

71 -P(x) | Eats(cl,x) | -P(y) | -Eats(c2,y).

[copy(70) ,unit_del(a,55) ,unit_del(d,56) ,unit_del(g,57)].

72 -A(c2) | -P(x) | Eats(c2,x) | -A(c3) | -P(y) | -Eats(c3,y) |
Eats(c2,c3). [resolve(53,a,52,e)].

73 -P(x) | Eats(c2,x) | -P(y) | -Eats(c3,y) | Eats(c2,c3).
[copy(72) ,unit_del(a,56) ,unit_del(d,58)].

74 -A(c3) | -P(x) | Eats(c3,x) | -A(cb) | -P(y) | -Eats(c5,y) |
Eats(c3,c5). [resolve(54,a,52,e)].

75 -P(x) | Eats(c3,x) | -P(y) | -Eats(c5,y).

[copy(74) ,unit_del(a,58) ,unit_del(d,63) ,unit_del(g,66)].

79 -P(x) | Eats(c2,x) | -Eats(c3,x) | Eats(c2,c3). [factor(73,a,c)].

86 -Eats(c2,c6). [ur(71,a,67,a,b,69,a,c,67,a)].

92 -P(x) | Eats(c3,x). [resolve(75,d,65,a),unit_del(c,64)].

94 Eats(c3,c6). [resolve(92,a,67,a)].

98 Eats(c2,c3). [resolve(94,a,79,c),unit_del(a,67) ,unit_del(b,86)].

103 $F. [ur(68,a,56,a,b,58,a,c,94,a) ,unit_del(a,98)].

Esta demonstragao é particularmente interessante, uma vez que apesar da alta
complexidade da teoria a demonstracao ¢ massicamente por resolucao, apenas com
alguns recursos a aplicagoes de eliminagao de unidades (unit deletion), uma genera-
lizacao de primeira ordem da regra do literal tinico de Davis-Putnam, e de resolucao
de unidades resultantes (unit resulting resolution), que tal como a hiper-resolucao
permite num tnico passo a resolucao de mais do que uma clausula-niicleo com outras

clausulas-satélites.

3.6 Exercicios

1. Obtenha o conjunto de clausulas das seguintes formulas:
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(a) Vy—=3z (P (y) = Q (y, 2)) AVaVudw (R (z,w) < S (z,u,w))
(b) Va (P (z) ¢ Q(2)) AVz=3y (R (x,2) = S (2,9, 2)))

2. Para as clausulas C; e (5, determine se ¢ é um unificador das mesmas. Determine

ainda se o ¢ um umg de C e Cs.

(a) C
(b) C

P(a,f(y),z);Co=S(z,f(f(),b);0 ={x—a,y— f(b),z— b}
P(z,h(a,2), f(x);Ca=P(g(g(v)),y, f(w));
{z=>g(g),y—hiaz),w— z}

() Ci1=Q(f(2),9(y);C2=Q(2,9(v);0 ={z—a,z— f(a),y— v}

(d) Cy = conhece (joao, x) ; Cy = conhece (joao, joana) ;o = {x — joana}

3. Determine se os seguintes pares de atomos sao unificaveis:

(a) Q(z,y,2) e Q(u, h(v,v),u)

(b) P(z, f(x)) e P(y,y)

(c) P(f(x)) e P(a)

(d) P(z,y) e Py, f(y))

(e) S(f(a),g(x)) e S (u,u)

(f) R(a,2,h(g(2))) e R(z,h(y),h(y))

4. Determine as resolventes dos seguintes conjuntos de clausulas:

(a) {~P (2)VQ(x,5), P(a) v Q (a,5)}

(b) {=P(z)vQ(z,y),~CQ(a g(a))}

(c) {=S (z,y,u) V=S (y,zv) VS (z,0,w) VS (u,z,w),S (h(x,y),x,y)}

(d) {-R(v,z,v)V R (w,z,w),R(a, f(b,D)),a}

5. Recorrendo ao demonstrador automatico Prover9/Mace4, demonstre a (in)validade
das seguintes teorias. Analise em seguida o output do demonstrador pormenoriza-
damente. Para tal, verifique na pagina do demonstrador alguns processos adicionais
aqueles abordados acima (ex.: merge, copy):

https://www.cs.unm.edu/ mccune/mace4/manual/2009-11A /

(a)
Q— R
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R— (PAQ)
P— (QVR)
P+ Q

(b)

dx (P — F (x))
Jdx (F (x) — P)
Jdz (P < F (x))

()
—3z (5 (2) AQ (2))

Va (P (z) = (Q (z) V R(x)))
—3a (P (2)) — 32 (Q (z))
Va (Q(x) V R(z) — S (2))
Jz (P (z) A R(x))

()

Jz (P (z)) « 32 (Q (2))

Vavy (P (2) AQ(y) = (R(x) < S (1))
Ve (P (z) = R(2)) < Ve (Q () = 5 (x))

(e)

VzJwVaIy [(P (z,2) = P (y,w)) AP (y,2) A (P (y,w) = Ju(Q (u,w)))]
Vavz (-P (z,2) = Jy (Q (y, 2)))

Jz3y (Q (z,y)) = Va (R (z, 7))

Vady (R (z,y))
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4 Resolucao assinalada para

l6gicas multivalentes

4.1 Consideracoes preliminares

Como se viu acima, a aplicacao do principio de resolucao como uma regra de in-
feréncia requer que as féormulas sejam transformadas numa forma clausal normal,
nomeadamente em FNCs. Dado que nao ha formas normais nas logicas multiva-
lentes, desenvolveram-se estratégias para a obtencao de resultados equivalentes. As
tentativas para obter FNCs diretamente nas logicas multivalentes foram apenas par-
cialmente satisfatorias, embora seja possivel obter equivaléncia refutacional. Com
efeito, tais tentativas sdo tipicamente ineficazes, ficando-se pelo nivel tedrico (ex.:
Morgan, 1976) ou considerando apenas sistemas logicos especificos (ex.: Schmitt,
1986). Stachniak (1996, por exemplo) propos um sistema de demonstracao mais
geral baseado na resolucao para logicas multivalentes apoiando-se para tal no facto
que a operacao tarskiana de consequéncia de LC (def. 1.2.1) pode ser generalizada
em grande medida a estas logicas. No entanto, este sistema de demonstracao so é
eficazmente aplicavel as logicas funcionalmente completas ou as logicas de Lukasi-
ewicz, nomeadamente porque o nimero de verificadores (uma espécie de valores de
verdade) pode ser arbitrariamente grande para certas outras classes de logicas. Por
esta e outras razoes, o de Stachniak mantém-se um procedimento de resolucao em
grande medida nao mecanizavel. Outras tentativas interessantes de implementar o
principio de resolucao em logicas multivalentes, mas agora sobretudo de interesse
“historico” (tal como, alids, as acima mencionadas), sdo, por exemplo, as de Di Zenzo
(1988), Lee (1972) e Ortowska (1978).

O primeiro aspeto a ter em mente ao tentar implementar o principio de resolucao
nas logicas multivalentes é que estas sao generalizacoes de LC. Viu-se acima que a
generalizacdo de LC implica propriedades estruturais (normalidade, uniformidade,
regularidade K e decisibilidade) que por sua vez se relacionam com propriedades tais
como a (quase-)validade, a (quase-)derivabilidade, as (quase-)tautologias e as (quase-

Jcontradicoes; todas elas permitem “traduzir” logicas multivalentes para LC. Em
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especial, a caracterizacao algébrica das logicas multivalentes por meio de matrizes
logicas mostra-se itil na medida em que a selecao dos conjuntos de valores designados
se encontra na raiz desta “traducao natural”. De facto, o problema SAT para uma
qualquer formula ¢ num sistema 16gico multivalente expressa-se entao como “Dé-se
alguma vez o caso que ¢ toma um valor de verdade x € D?” Por exemplo, seja S um
sistema logico multivalente para o qual W = {0, %, 1} e D = {1}; a satisfazibilidade
da formula ¢ pode expressar-se como “E possivel valorar ¢ em {1}?” De igual
modo, a insatisfazibilidade de ¢ pode ser assertada se se verifica que ¢ toma sempre
um valor em {O, %} Temos com efeito que a dualidade cléssica entre validade e
satisfazibilidade se estende as l6gicas multivalentes do seguinte modo: uma férmula
¢ é D-valida sse ndo é D-satisfazivel, ou, se definirmos DT e D=, W = DtUD~, ¢
¢ DT-valida sse nao ¢ D~ -satisfazivel.

Ao “marcar” sempre uma formula multivalente com o (ou os) valor(es) de verdade
que toma ou pode tomar — i.e., o seu sinal — obtém-se a [dgica assinalada. Este
formalismo permite a generalizacao das importantes nocoes classicas de validade
(invalidade) e satisfazibilidade (insatisfazibilidade) as vérias logicas multivalentes
apresentadas acima. Como se sabe, uma valoracao em LC indica-se por P e —P;
sabendo-se que Wi = {0,1}, podemos assinalar (ou seja, atribuir um sinal a) P
e =P como {1} [P] e {0} [P], respetivamente. Esta estratégia permite-nos estender
o raciocinio classico bivalente as logicas multivalentes assinalando-se as férmulas
multivalentes como S [¢] ou (W\.S) [¢], para S € W. Ao permitir ainda a constru-
cao de FNCs, a ldgica clausal assinalada permite a aplicacao direta da resolucao as
logicas multivalentes.

Em seguida damos as defini¢oes e resultados basicos que nos permitirao a explo-
racao da implementacao do principio de resolucao nas logicas multivalentes. Come-
camos por expdr conceitos importantes da logica assinalada, a qual ja introduzimos
acima muito sumariamente. Chamamos a atencao para o facto que ao trabalharmos
em logica assinalada evitamos distin¢oes tecnicamente dificeis e frequentemente va-
gas entre metalinguagens e linguagens-objeto. Ao associarmos simplesmente uma
ordem tinica a um conjunto de valores de verdade dito multivalente podemos, sendo
dada uma qualquer l6gica multivalente A, introduzir uma nova logica Ag cujos ato-
mos sao formulas assinaladas, podendo entao trabalhar diretamente nesta logica.
Isto estende-se sem problemas & LPO e muitas técnicas de inferéncia podem ser
naturalmente generalizadas a tais logicas (Murray & Rosenthal, 1993). Isto implica
que podemos aplicar as bem conhecidas técnicas de LC ao estudo das (ainda) nao tao
bem conhecidas logicas multivalentes. (Pode-se, é claro, ainda argumentar, como o

fazem Murray & Rosenthal (1993), que todo o raciocinio humano é “essencialmente”
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classico; ver acima, Secgdo 2.2.) Contudo, deve-se notar que o raciocinio baseado
em clausulas aplicado as logicas multivalentes é independente da logica da qual se
obtiveram as formas clausais. Neste contexto, a distin¢do de Baaz et al. (2001)
entre procedimentos de demonstracao internos e externos pode ser Util; segundo es-
tes autores, a logica assinalada é um procedimento de demonstracao externo com

respeito as logicas multivalentes.

4.2 Loégica assinalada

4.2.1 Definicoes basicas

Em logica assinalada, a cada formula ¢ numa légica multivalente associa-se um
conjunto S C W (ou um valor v; € W) e considera-se entao o par (S, ¢)((v;, @),
respetivamente), como um atomo da algebra booleana. A logica assinalada permite-
nos criar formulas assinaladas que podem ser usadas para traduzir uma qualquer
formula finitamente multivalente numa formula assinalada em FNC equisatisfazivel
(as formulas assinaladas em FNC sdo uma subclasse de formulas assinaladas). B
importante realgar que a logica assinalada é em grande medida comparavel a LC
em termos de complexidade computacional (cf. Beckert et al., 2000), constituindo
assim um “compromisso”’ interessante entre a expressividade e a complexidade, um
topico explorado em Caleiro & Marcos (2009). Em especial, toda e qualquer for-
mula de uma qualquer logica finitamente multivalente pode ser traduzida para uma
equisatisfazivel formula assinalada em FNC em tempo polinomial, reduzindo assim
polinomialmente o problema SAT nas légicas finitamente multivalentes ao problema
SAT assinalado.

4.2.1. DEFINICAO. Seja S um subconjunto de um conjunto de valores de verdade
W,, n > 2, e seja ¢ uma féormula proposicional de uma légica multivalente. Uma

expressao da forma S [¢], em que S é o sinal de ¢, chama-se uma férmula assinalada.!

Representamos uma férmula assinalada por um valor isolado como v; [¢] e le-
mos “¢ toma o valor v;”. Para vy,...,v, € S, S assinala a formula ¢, escrevemos
{v1, ..., .} [#] e lemos “¢ toma um dos valores v; no conjunto S = {vy,...,v,}”,

respetivamente.

LA consideragao de conjuntos de valores de verdade (vs. valores isolados) acelera exponencial-
mente a demonstragdo, pelo que é comum conceber o sinal de uma formula como sendo sempre
SCWw.
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4.2.2. DEFINIGAO. Seja P um atomo. Uma expressdo da forma S [P], em que S

é o sinal de P, chama-se um literal assinalado. O complemento do literal assinalado

L = S[P], denotado por L = S[P], & (W\.SS)[P].

4.2.3. DEFINIGAO (subsuncao). Diz-se que um literal assinalado S [P] subsume
um literal assinalado S’ [P'], denotado por S[P] C S"[P/],sse P=P e SCS".

4.2.4. DEFINIGAO. A formula assinalada S[¢] é uma expressao de formula assi-
nalada (EFA) com sinal S. B (ou T) e O (ou L) sdo EFAs. Se ¢ e ¢ sdo EFAs,
entdao (¢ A1), (¢ V), (¢ = ), (¢ <> ) e =¢ sdo EFAs. Se x é uma variavel e ¢ é
uma EFA, entao (Vz) [¢] and (Jz) [¢] sao EFAs. A relagdo de satisfacdo |= entre uma
interpretacao Z e EFAs define-se indutivamente como no exemplo 1.2.6, bastando

para tal acrescentar a condicao
o 7 |= S [¢] sse valz (¢) € S.

Obtemos assim a importante propriedade da logica assinalada de acordo com a qual

o comportamento dos conetores e dos quantificadores é absolutamente classico.

4.2.2 Légica clausal assinalada

4.2.5. DEFINIGAO. Uma formula assinalada ¢ uma conjun¢ao de clausulas as-
sinaladas. Uma cldusula assinalada é um conjunto finito de literais assinalados.
Uma clausula assinalada chama-se uma cldusula unitdria assinalada se contém exa-
tamente um literal e uma cldusula bindria assinalada se contém exatamente dois
literais. Dizemos que uma cldusula assinalada é vazia e denotamo-la por [ se todos

os seus literais tém o sinal {}.

4.2.6. DEFINICAO. Uma formula em FNC assinalada (FNCA) ¢ um conjunto fi-
nito de clausulas assinaladas. Uma formula FNCA constituida por clausulas binérias
é uma formula em FNC-2 assinalada. Uma formula assinalada cujos sinais dos lite-
rais sao da forma {v; € W | j > i}, denotada por 1 v;, ou da forma {v; € W | j <},
denotada por | v;, para v;,v; € W e < uma ordem (parcial) em W, chama-se uma
formula em FNC regular (FNCR). Uma formula assinalada cujos sinais sdo conjun-
tos unitarios é uma férmula em FNC monoassinalada (FNCM). (Abreviamos T v; e

1 v; como 1 i e | i, respetivamente.)

4.2.7. EXEMPLO. Seja W = {1,2,3,4} e seja que W ¢é parcialmente ordenado
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como

Entdo, tem-se que T 1 = {1,3,4}, | 1 = {1} 71 = {2} e 13 = {1,2}. Os dois
primeiros sinais sao regulares e os dois tltimos sao complementos de sinais regulares,
enquanto os sinais {3} e {1,4} nao sdo de nenhum dos dois tipos, dado que ndo ha
nenhum i em W tal que 17 = {3} ou T ¢ = {1,4}, } i = {3} ou | i = {1,4}, tal
como também nio ha nenhum i em W tal que 17 = {3}, etc. Note-se ainda que 1 3

nao é regular, embora seja o complemento de um sinal regular.

Quando se utilizam clausulas assinaladas e/ou formulas FNCAs, a regularidade
(tal como é definida abaixo) permite a generalizagao direta da nocao de clausulas
de Horn (def. 1.1.34); podemos falar de clausulas de Horn regulares e de formulas
de Horn regulares ao atribuirmos a um sinal regular da forma 1 ¢ uma polaridade

positiva, € a um sinal regular da forma | ¢ uma polaridade negativa.

4.2.8. DEFINIGAO. Uma clausula regular é uma cldusula de Horn regular sse
contém no méaximo um literal de polaridade positiva e os sinais de todos os seus
outros literais sao complementos de sinais com polaridade positiva. Uma férmula
FNCR é uma formula de Horn reqular sse todas as suas clausulas sao clausulas de

Horn regulares.

4.2.9. EXEMPLO. Dado o conjunto W do exemplo 4.2.7 e a ordem a ele associada,
o seguinte é um conjunto de clausulas de Horn regulares: {1 1[P],12[P]Vv 13[Q],14[Q]}.

A clausula | 1[P] é uma clausula de Horn regular, visto que | 1 = 1 2, enquanto
1 4[P] ndo & uma clausula de Horn regular (| 4 # 11).

4.2.3 Satisfazibilidade em légica assinalada

4.2.10. DEFINIGAO. Um literal assinalado S [P] € satisfeito exatamente pelas in-
terpretagbes Z tais que valy (P) € S. Uma interpretagido satisfaz uma clausula
assinalada sse satisfaz pelo menos um dos seus literais assinalados e satisfaz uma
formula FNCA sse satisfaz todas as suas clausulas. Uma férmula FNCA ¢€ satisfa-
zivel sse existe pelo menos uma interpretacao que satisfaz todas as suas clausulas

assinaladas; caso contrério, é insatisfazivel. A clausula assinalada vazia é sempre
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insatisfazivel e a formula FNCA vazia é sempre satisfazivel.

E pois evidente que a semantica das formulas FNCAs é classica acima do nivel
do literal, razao pela qual os procedimentos de demonstragao classicos podem ser
naturalmente generalizados as mesmas, bastando para tal um cuidado especial ao

nivel do literal.

4.2.11. DEFINIGAO. Duas clausulas assinaladas (duas formulas FNCAs) sao
equivalentes sse sao satisfeitas pelas mesmas interpretacoes. Diz-se que sao equisa-

tisfaziveis sse sao ambas satisfaziveis ou sao ambas insatisfaziveis.

4.2.12. PROPOSICAO. Seja A a formula assinalada A = (1 iy [Py A ...A T i [Py]) =1
J[Q]. Entao, pelo teorema da dedugdo (teorema 1.2.9) e pelo teorema 1.2.11, uma
interpretagio Z satisfaz A sse ndo satisfaz um dos 1 i1 [P] A ...A T iy [Pg] ou satisfaz

1 71Q]. Logo, a formula assinalada A é equivalente a formula de Horn assinalada
B=Ti[P]V..VTir[P]V1T7[Q]

Esta equivaléncia mostra como a logica assinalada generaliza de modo natural
a LPC; com efeito, pelo teorema 1.2.11, 1 j[Q] é uma consequéncia logica de
(T 41 [P A AT i [Pg]) sse a negacao de (141 [P A ...A T i [Pr]) =T j[Q] é in-
satisfazivel, i.e., sse

(T [P A AT i [B]) 21 5 (@)

Pela definicao classica da implicacao material, a qual é imediatamente generalizével

as logicas multivalentes, temos

(i [P A AT [B])V 15 (Q] = B.

De igual modo, aplicando a negacao a esta formula, temos o resultado

(it [P A AT [PV TIQI =T [PA AT [P AT T[Q].

4.2.13. PROPOSICAO. Para todos os sinais 51, ..., S,, C W,n € N e toda a varidvel

proposicional P,

S1[P]V..VS,[PIVD=(S5U..US,)[P]VD.

Esta proposicao deve ser aplicada com cuidado, uma vez que é verdadeira sse nao
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destroi a regularidade de uma clausula.

4.2.4 Transformacdo/traducdo para forma clausal
4.2.4.1 Nocdes gerais

Acima mencionamos a vantagem que a logica assinalada apresenta com respeito ao
SAT nas logicas finitamente multivalentes. Com efeito, nao s6 toda e qualquer
formula finitamente multivalorada pode ser traduzida para uma féormula FNCA
equisatisfazivel em tempo polinomial, mas toda e qualquer formula FNCA pode
ser traduzida para uma féormula FNCR equisatisfazivel com uma qualquer ordem
total em W também em tempo polinomial. Beckert et al. (2000) apresentam um

procedimento simples em dois passos:

(1) Primeiramente, pela proposi¢ao 4.2.13, uma clausula assinalada contendo lite-

rais da forma S [P] é transformada numa clausula monoassinalada pela substituicao
de STP] por V,es {1} [P

(2) Procede-se entao a eliminacao de todas as ocorréncias de literais monoassina-

lados pela substituicdo de uma clausula C' = {i} [P] V D por
Cy =ti[P]VS[Q],Cy=Li[P]VS[QeCs=DVSIQ)

em que S ¢ um qualquer sinal regular e na condicao de a nova variavel () nao ocorrer

em nenhum outro lugar.

Um senao 6bvio deste método é a multiplicagao de clausulas no processo de tradu-
¢ao, mas pelo menos em alguns casos tal pode ser evitado ou melhorado, dependendo
do tipo de ordem em W (e.g., Sofronie-Stokkermans, 1998).

Baaz et al. (2001) apresentam um procedimento de transformacao para formulas
assinaladas que permite uma formalizagao da semantica multivalente; por seu lado,
isto permite que se raciocine classicamente nestas logicas, nomeadamente por meio

das seguintes equivaléncias:

4.2.14. PROPOSIGAO. Para uma qualquer EFA ¢ verificam-se as equivaléncias

seguintes:
i) {}lol=0,Wg=n
(ii) = (S[¢]) = S[9]

Luis M. Augusto 130 Logicas multivalentes



CAPITULO 4. RESOLUCAO ASSINALADA PARA LOGICAS
4.2. LOGICA ASSINALADA MULTIVALENTES

(iii) S [¢]VSa [¢] = (S1 U S2) [¢], em especial {v1} [p]V...V{v,} [¢] = {v1, ..., 0} [@]
(iv) Si[¢] A S2 [@] = (511 S2) [@], em especial ({v1}[@] A {va} [¢]) = L para vy #

Va.

Por (ii), as negagoes podem ser completamente eliminadas das EFAs, e (iii) per-
mite a eliminagao de todos os sinais nao unitarios pela introducao de disjuncoes.
E evidente que a semantica de quaisquer conetores e quantificadores distributivos

pode ser expressa por meio de EFAs.

4.2.15. EXEMPLO. Para algumas logicas multivalentes (ex.: logicas de Godel
e de Lukasiewicz), dadas duas formulas A e B, a conjuncdo e a disjun¢do podem

definir-se como

ANB=min (A, B)

AV B =max(A, B)

em que min e max se referem aos valores de verdade de A e B, i.e.,

/N\ (Uiv Uj) = Umin(i,j)

V (Ui, V5) = VUmaa(i,j)-

Em termos de EFAs, temos entao

{vit (o1 Aol = {v |5 Z i} (o] Ay [ = i3 [@2) A ({i} [¢1] V {i} [02])

{vit o1V g = {u; |5 it ] A | g < it lda] A ({vit (o] V {vi} [¢2])
Entao, para uma logica trivalente com W = {V, I, F} e um quantificador universal

V* cuja funcao de verdade para V C W, V #£ O, é

Vv seV ={V}
F sele VouF €V

v (V) =
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a EFA seguinte é obtida como uma especificacao da sua seméantica:

{VH(v2) A(2)] = (Vo) {VIA@)]) A ({F}HV'2) A(2)] = (o) {[ F} [A(2)]) .

4.2.16. DEFINICAO. Dado um par (¢, ®), em que ¢ é uma formula assinalada e
® é uma EFA, ¢ = ® ¢ uma regra de transforma¢ao. Uma regra de transformacao
& correta sse ¢ = @ & valida.? Uma regra é redutora (i.e., é uma regra de reducdo)
sse todas as formulas multivaloradas em ® sao subférmulas proprias da férmula
multivalorada em ¢. Seja R um conjunto de regras de reducao; diz-se que R é
completo se para toda a formula assinalada S [¢] existe uma regra de redugao em R

que lhe é aplicavel, a menos que ¢ seja atomica.

R é completo se contém regras S [O (¢1,...,0,)] = P e S[Qz (¢)] = P para
todo o conetor O (abreviando O;) de aridade n, todo o quantificador ) (abreviando
Q) e todo o sinal S # (. Obviamente, dado um conjunto completo de regras de
reducao R podemos transformar uma qualquer féormula assinalada numa EFA con-
sistindo apenas em formulas assinaladas atémicas. Embora os conjuntos unitérios
bastem para a completude, a consideracao de conjuntos de sinais com cardinalidade
maior do que 1 é computacionalmente vantajosa, como ja se referiu. Passamos a

dar as regras de transformacao gerais.

4.2.17. DEFINICAO. Uma regra de transformacgao proposicional é uma expressao

da forma

SO(AL ., Al = A\ Sy [A;‘f]

iel jeJ

em que A;; € {A1, ..., 4,}.

4.2.18. EXEMPLO. Para W = {V F} e os conetores =, A e V, o seguinte é um

conjunto correto de regras de redugao:

{(VHAAB] = {V} [A] A {V}[B]

{F}AA B = {F} [A] v {F} [B]

2A distincdo entre uma férmula assinalada e uma EFA pode ser marcada por uma notacao especial
para esta ultima (e.g., Baaz et al., 2001), uma estratégia que se torna supérflua com a definicao
4.2.4.
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{(V} A = {F} [4]

{F} [~A] = {V} 4]

4.2.19. EXEMPLO. Dado o conjunto de regras de reducao do exemplo 4.2.18, a

expressao {F}[A A = (B A —~C)] passa pelas transformagoes seguintes:

{F}Y[AN-(BA-C)] = {F}
= {F}
= {F}
= {F}

AV AF} [ (BA=0O)]
AlV{V}[BA-C|
AJVAVE B A{V}[-C]
AJV AV B A{F}[C]

— — — —

4.2.20. DEFINICAO. Uma regra de transformacao quantificacional é uma expres-

sao da forma

S[(Q2) A@)] = N (\/ (32) S [A(@)] v/ (V) Six [A (lﬁ]) :

i€l \jeJ keK

4.2.21. EXEMPLO. As regras de reducdo corretas para o quantificador universal

de qbs, qLG;, qLII; e qP; sao as seguintes:

{V}{(vz) A(2)] = (Vo) {V}[A (2)]
{1} [(ve) A(2)] = (Fo) {1} [A (2)] A (Vo) {V, I} [A (2))]
{F}[(ve) A(2)] = (B2) {F} [A ()]

4.2.4.2 Regras de transformacdo para conetores multivalentes

4.2.22. PROPOSICAO. Sejam O um conetor de aridade n e ¢ um qualquer valor de
verdade. Pela examinagao da tabela de verdade de O pode construir-se uma EFA F
contendo apenas formulas assinaladas a partir do conjunto {j [Ax] |1 <k <n,j € W}
etal que i[O (A, ..., A,)] = E. De facto, podem construir-se duas EFAs (ndo tnicas)
C e D tais que

(i) C, D nao contém —;

(ii) C, D contém apenas literais do conjunto {j[Ax] |1 <k <n,j € W}
(iii) C esta em FNC e D esta em FND;
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(iv) C, D e FE sao equivalentes enquanto formulas booleanas e sdo pois equivalentes

at [O (Al, 7An)]

Demonstracao. Com efeito, para uma qualquer formula A e um qualquer valor de
verdade 7, temos que
(8) AVERVEIVY
J#i
Logo, dada uma EFA qualquer E pode encontrar-se uma EFA equivalente C' que esté

em FNC e nao contém o conetor —. Mostramos como nas proposigoes 4.2.23-4. [

4.2.23. PROPOSIGAO (obtengdo de FNDs para conetores multivalentes). Para

um qualquer conetor O de aridade n e um qualquer sinal S definimos

FNDo(S) = \/ N\ {vi} [Al]
V1, .Uy €W =

O (v, ...,v,) €S

FN Dy (S) é maximal no sentido em que toda a FND equivalente a S [O (A4, ..., A,)]
tem no méaximo tantos disjuntos como esta, sendo o seu numero limitado por |W|".
As formas normais limitadas por [W|*"! tém menos disjuntos e conjuntos. Com

efeito, temos

fndo (S) = \/ ( A {vi} [Ai] A {vn | o) (V1 ..., 0p) € S} [An])

V1yeersUn—1EW \i=

4.2.24. PROPOSIGAO (obtencao de FNCs para conetores multivalentes). Dadas
(§) e as equivaléncias = F'N Dy (?) = FNCp (§) ou ~fndop (?) = fnco (§) pela
proposicao 4.2.14 (ii), podemos comegar por estas equivaléncias e aplicar a lei de de

Morgan eliminando assim todos os sinais negativos, de modo a obter

FNCo(S) = A \/ {vi} (4]
ViU €W =
O (v1,...,v,) € S

freo (S) = A (\/W[A,-]v{vn|é(vl,...,vn)es} [An])

Vlyeery Up—1EW =1
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4.2.25. EXEMPLO. Seja O o conetor — em b3, Para duas formulas (atomicas) A
e B, queremos computar a FNC de {F} [A — B]. Comegamos entao por computar
a FND de {V,I} [A — B], i.e.,

V ({vi} [A] A {va} [B])
V1, U2 < {V,LF}
V1 — Vg 7é F

Por examinacao da tabela de verdade obtém-se a FND
VA ALVEHB) V{ VA AT} B]) v ({I} [A] A{V}B]) v ({1} [A] A{T} [B]) v
(I A ALFYB]) v ({F} A A{VEB]) v ({F} A A LT} [B]) v ({F} A] A {F} [B])

Uma vez obtida esta FND, a computagao da FNC de {F} [A — B] nao apresenta

quaisquer dificuldades, e obtemos a férmula
{LFHA]VALF}B) A {LF}HA] VAV, F}B]) AV, F} [A] VALF} [B]) A

{V, F} A VAV, FHB) AV, FHAT VAV I [B]) A ({V, 13 [A] VAL F} [B]) A

{V, A VAV FHB) A{V, A VAV, 1} [B])

Mostramos agora como fndo (S) e fnco (S) otimizam a obtencao de formas nor-
mais nas logicas multivalentes pela computacao da fnd de {V,I} [A — B] e subse-
quentemente da fnc de {F} [A — B]:

fnd de {V,I} [A — B] =
{VIAIALV I [B]) v (T AT AV, LEY[B) v ({F} [AIA{V, LEF} [B]) =

= (VANV} B VAL AV A{F}HA]

fnede {F}[A — B] =

{LF}A]VAF}[B]) AV, F}HAJ ALV, 1} [A]

Fazemos notar as simplificacoes efetuadas acima: remocao de literais das formas
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{} o] e {V,LF}[g].

A proposicao seguinte captura tudo isto:

4.2.26. PROPOSICAO. Seja O um qualquer conetor de aridade n para n fi-
nito. Faca-se ainda E representar uma qualquer (a) F'N Dy (S), (b) fndo (S), (c)
FNCo (S), ou (d) fnco(S), em que S é um sinal. Entao, para todo O e todo o
sinal S, a regra S [O (A4, ..., A,))] = E é correta e redutora. O nimero de disjuntos
e conjuntos em (a) e (¢) ((b) e (d)) & limitado por |W|" ( |W|*~!, respetivamente).

E ainda possivel minimizar o ntimero de conjuntos, nomeadamente por meio da
subsuncao (def. 4.2.3).

4.2.27. EXEMPLO. Para o conetor — em L3 e aplicando a minimizacao indicada,

obtém-se:

{V}[A— B] =

{VHAIALVEB) Vv ({1} A
={ViBlv{I} A A {1} [B
= (VI BIVAF} A VAL [A) A ({VHB] VA{F}A] V {1} [B])
= ({F, T} [A]V AV} B) A ({F}HA] VAV, 1} [B])

AVEIBD) vV ({T} AJA AT} [B]) v {F} A]

]
) VAF}A]

{I}[A — B] =
{VHAIA{TB]) v ({1} [A] A {F} [B])
= (V3 [A VAL [AD A QVHA]VAFY [B)) A (T3 [A] VAT [B]) A (1T} [B] v {F} B])
= {V. AN (VA VAF} [B]) A ({T} [A] v A{T} [B]) A{L F} [B]
= (VAL VA{F}B) A ({1} [A] v A{T} [B])

{F}[A = Bl = {V}[A] A {F} [B]

4.2.4.3 Regras de transformacido para quantificadores multivalentes

Dada a apresentacao acima das regras de transformacao para conetores multivalen-
tes, as defini¢coes seguintes relativas aos quantificadores multivalentes deverdao ser
evidentes uma vez formuladas algumas definigoes suplementares.

Recorde-se, da definicao 1.1.6, que a distribuicao de uma formula quantificada

QizA (z) é o conjunto de valores de verdade que se obtém pela avaliacao de A(z) para
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todos os valores possiveis de x dado um dominio 2, i.e., distrz, (¢) = {valzg (¢) |de .@}.
Por outras palavras, a distribuicao de A(x) é a colegao de todos os valores de verdade
que se podem obter pela valoragdo de A(x); assim sendo, V é a distribui¢ao de A(z)
sse (Vx) V[A(z)] e (3z) {v;} [A(x)], i.e., sse o valor atribuido a A(z) se encontra em
V para todo x e sse para todo o valor de verdade v; € V existe um x tal que a
valoracao de x corresponde a v; para todo v; € V, ou seja, se existe uma funcao
de valoracao para os quantificadores de acordo com a qual uma varidavel pode ser
interpretada em W (cf. a funcdo de valoragdo para um quantificador universal V*,

i.e., V*, no exemplo 4.2.15).

4.2.28. PROPOSIGAO (obtengdo de FNDs para quantificadores multivalentes).

Para um quantificador distributivo ) e um sinal S, temos

FNDg(S) = \/ ((VJJ)V[A(@“)] WANED) {Uz}[A(Jf)]>
DCVCw ey

QWV)eSs

FNDg (S) tem uma formula caracteristica para cada distribuicao V que satisfaz
a condicio Q (V). O limite para o namero de disjuntos em FNDg (S) é de 21V,
mas, tal como no caso das regras de transformacgao para os conetores multivalentes,
este limite pode ser reduzido, nomeadamente para um limite minimal de 2/~ pela

aplicacao da definicao

fndgu(S) = V (Vz)as (V) [A@)] A N\ (32) {v} [A))

VC(W—{u}) vi€Bs (V)

em que u & um valor de verdade qualquer, u ¢ V, as(V) e Bs (V) sao dados na
tabela abaixo, e fndg, (S) obtém-se pela juncao das formulas caracteristicas de V

e VU {u} numa unica expressao.

QW) | QVU{u}) | | as(V) | Bs(V)
¢S ¢S {} {}

¢S €S VU{u} | VU{u}
€S ¢S V V
S €S VU {u} )%
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4.2.29. PROPOSIGAO (obtengao de FNCs para quantificadores multivalentes).
Aplicando a lei de de Morgan a ~F'NDg (?) e ~fndg., (?) e eliminando todas as

negacoes, obtém-se as defini¢oes

FNCQ (S) =

Q

A

VEW—{u})

A ((ﬂw)V[A @]V \/ (v2) {v} [A (2)]
DCy

m 1N

W
V)es

((393) ag (V) [A(z)] v

v, €V

v;€05(V)

)

Vo (v2) {u} A (fv)]) :

4.2.30. EXEMPLO. Considere-se o quantificador V em gL, definido por V ({V}) =

Ve

{F
V()=
I

seF eV

caso contrario

De modo a construir a enfyy{I}, comecamos por obter oy = QqV.F} and Bm =

Bev ey (cf. as funcoes de verdade dos quantificadores de b5 no exemplo 2.5.8):

V VY [YOOU{I)) | | awe V) | B (V)
{3 - I {3 {
{F} F F {ILF} {F}
v | Vv I (v} {v}
{V,F} F F {V,I,F} {V,F}

Computamos em seguida cn fy 1 {I}:
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enfu{l} = () {1
A ((B2) L FFA (@)

VIA (@)

)

ABo) VA @) v (Vo) VFA ()]
ANE2) TV LF A (

(B2) (Vi [A(2)] v (Vo) {V, T} [A (2)])
ANBE2){LF} A (@)] v (Vo) {L, F} [A (2)])

v ( (
ANV {LF} A ()] V (Vo) {V, T} A (2)])

Pela aplicagao de regras de otimizagao (ex.: eliminagao de formulas redundantes),

obtém-se a expressao minimal s6 com dois conjuntos

() {T} [A (@)] A (Vo) {V, I} [A (2)]) -

Note-se que estas regras de transformacao para quantificadores multivalentes sao
bastante gerais na medida em que as F'NCg e fncg, sao exatamente as mesmas
para as logicas finitamente multivalentes baseadas nas normas-t, bem como para as
logicas de Post finitamente multivalentes, visto que todas elas partilham as mesmas
fungoes de verdade para os quantificadores V e 3 (exemplo 2.5.3). Assim sendo,
a cnfyr {I} para o quantificador universal em b, ¢ exatamente a mesma para o
mesmo quantificador nos sistemas qLGj, qLII; e qP4. Efetivamente, embora estes
sistemas logicos difiram grandemente entre si ao nivel proposicional (ver acima), sao
todos semelhantes ao nivel quantificado. Logo, é 6bvio que as FNDs (fnds) e as
FNCs (fncs) como definidas acima sdo idénticas para qb,,, qLG,,, qLII, e qP,,, para

um qualquer i, 3 < i < n, n finito.

4.2.31. PROPOSICAO. Seja (Q um qualquer quantificador distributivo finitamente
multivalente. Deixe-se E representar uma qualquer (a) FNDg (S), (b) fndg. (S),
(c) FNCq (5), ou (d) fncg. (S), em que S é um sinal e u é um valor de verdade.
Entdo, para todo @, todo S e todo u a regra S|[(Qx)A(z)] = E é correta e
redutora. O ntimero de disjuntos e conjuntos em (a) e (¢) ((b) e (d)) ¢ limitado por

2IWI (2WI=1 ] yespetivamente).

4.2.4.4 Regras de transformacdo e preservacido de estrutura

As regras de transformacao acima podem corromper a estrutura das féormulas ori-

ginais, tanto nas logicas multivalentes como em LC. Com efeito, estas regras de
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transformacao preservam somente a linguagem no sentido em que no processo de
transformacao nao se adicionam novos simbolos as féormulas originais. Alternati-
vamente, podemos aplicar regras de transformacao preservadoras de estrutura, as
quais codificam a estrutura das férmulas originais pela introducao de simbolos de

predicados. Por esta razao podemos chamar-lhes regras de introducao de predicados.

4.2.32. DEFINICAO. As regras de introducdo de predicados tém a forma

(IP)  SA@)] = SbP@)IA N (v7) ({v} [A@)] = {v} [P @)

v, €W

(IP)  SpA@)] = SEP @A N (v7) {u} [A@)] = {0} [P (@)
v, EW
em que ¢ é uma formula multivalente, A é uma subférmula contida em ¢ numa ou
mais posicoes e T é o vetor das variaveis livres em A. Quanto a ¢ (P (¥)), em que
P & um novo simbolo de predicado que nao ocorre em nenhum outro lugar em ¢,

denota a substituicao por P (Z) em ¢ de uma ou mais ocorréncias de A.

Na regra (IP), ({v;} [A (Z)] = {v:} [P (¥)]) garante que em todas as interpretagoes
que satisfazem esta equivaléncia se da o caso que, para todo z, P (Z) e A (Z) assumem
o mesmo valor de verdade v; € W. Note-se que se obtém (IP') precisamente pela

remocao de um dos dois conjuntos logicamente equivalentes

A 78 {v} [A@)] = {o} P@DA A (v8) (o} [P (@)] = {vi} [A@)]) -

v, EW v, EW

E evidente que a introducdo de novos simbolos de predicados implica que as
regras (IP) e (IP') nao sdo estritamente corretas, mas ambos os lados de (IP) e (IP')
sao equisatisfaziveis, nomeadamente para fins de resolucdo. Contudo, estas regras
produzem um nimero bastante inferior de clausulas em comparacdo com as regras
preservadoras de linguagem. De facto, uma formula com m ocorréncias de conetores
com uma aridade méxima n e [ ocorréncias de quantificadores contém nao mais do
que m|W|* + 12" + 1 clausulas. De novo se verifica a necessidade de encontrar um

equilibrio entre propriedades das l6gicas multivalentes.

4.2.4.5 Traducio para forma clausal

Tal como em LC, os procedimentos de demonstracao por resolucao aplicados & veri-

ficacao da validade de uma féormula multivalorada ¢ requerem que ¢ seja traduzida
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para forma clausal. Visto que a resolugao é um método de refutacio, o primeiro
passo no procedimento da demonstracio ¢ a transformacio de =S [¢] = S [¢], em
que S é tipicamente o conjunto de valores designados (i.e., ¢ é verdadeira se toma
um dos valores de verdade em ), num conjunto de clausulas por (1) eliminagao dos
conetores e quantificadores multivalentes, (2) eliminagao de todos os quantificadores
existenciais pela substituicao de quaisquer variaveis quantificadas existencialmente
por termos de Skolem e (3) obtencdo de FNCs pela aplicagao repetida da lei da
distributividade.

Porém, antes destas operacoes é necessario computar as regras de transformacao
da logica em consideracao. Estas computacoes sao relativamente faceis dadas as
especificagoes dos conetores e quantificadores, bem como de outras propriedades do
sistema em consideragao (ex.: ordem em W; conjunto D de valores designados),
podendo ser computadas por meios automaticos (cf. o sistema MULTlog; Baaz et
al., 1996). (Obviamente, a computacio das regras de transformacgio para W com

elevada cardinalidade é tudo menos trivial para i especifico, 0 < i < 1.)

4.2.33. EXEMPLO. As seguintes sdo as regras de transformacao para b, (assinala-

se v; com asterisco sempre que v; # V, F):

{vi} [AN B — {{w} A v} Bl {{vi} [A] {vi} [B]}} ) =0

(w}AVB] = {{o} A {u} Bl {{u} [A] (v} B} G <

{(Vi[A=B = {{v}Al {w}[Bl},j<c<kl<c<n-—-1

{F}[A— B] — {{V} 4] . {F} B}

A= B = {od AL {0} B} k#re (n—1)—(r—s) #i,
0<r<n-1

{VIve) A(2)] = {(Va){V}[A(2)]}

{F} (V) A(2)] = {@2){F}[A(2)]}

{7 (V) A(z)] = {(Vo){v;} [A(2)], Be) {vi} [A(2)]},] =

{VIEr)A(x)] = {@2){V}[A(2)]}

{F}[(3z) A(2)] = {(va){F}[A(2)]}

{07} [B2) A(z)] = {(Vo){v} [A(0)], Br) {vi} [A(x)]},5 <

{vi} [24] = {{ve-1-i} [A]}

4.2.34. EXEMPLO. Considere-se a formula A = (Vx) P () — (Jy) P (y) em qkq
com W = {V,LLF} como {I} [A]. No exemplo 4.2.27 obtivemos o resultado

{IH[A = Bl = (VA VA{F}HB) A {1} [A] VALY [B]) -
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Logo,

{IH[A] = (V3 (V) P (2)] VAF}[By) P (»)]) A {1} (V) P ()] V AT} [By) P ()]) -

Mostramos o processo de transformagao em forma clausal, indicando as principais
operagoes por meio de nimeros (ver abaixo) e sublinhando as partes especificas
sobre as quais essas operacoes incidem no caso de s6 parte da expressao sofrer essa

operacao.

{3 [A] = ({(V}H(va) P ()] V{F}[Fy) P (»)]) A {1} [(Ve) P ()] V AT} By) P (9)])

((Vw) (V}P (@) V{F}(By) P (y)]> A {3 [(Ve) P ()] v A{T} [(3y) P (9)])

= (%) {V} [P ()] v {F} [(By) P ()]) A
(@) {1} P (@) A (92) (V. T} P @) v {T}HE) P (1))

= (Vo) {V} [P ()] V{F}By) P ()] A (B2) {T} [P (2)] v {1} [By) P (y)]) A
([(v2) {V, I} [P ()]} V{T} [(By) P (y)])

= ((va) {V}[P ()] v () {F} [P (9)]) A
(32) {1} [P (@)] v (By) {1} [P )] A (¥) {LF} [P )])) A
((v2) (V. TP ()]) v (G {1} P ()] A (%) {LF} [P ()] )

N——

(Vo) {VIIP ()] V (vy) {F} [P (y)]) A

(F) {1} [P (2)]) A (Cy) {T} [P ()] V ((vy) {1 F} [P (»)])A
(Vo) {V, I} [P (2)]) v By) {I} [P ()]) A
(V2) {V, I} [P (2)]) v (V) {L F} [P (9)]))

= (Vo) {V} [P ()] V (vy) {F} [P (9)]) A
B) {T} [P (@)] A (v2) {V, T} [P (2)]) v ((vy) {1 F} [P (y)]))

=t (VI[P ()] VAF}P (y)]) A ({1} [P (@)DA
{V, P (@)] VAL F} [P (9)])

As operagoes indicadas sao as seguintes:
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1
2

—

V}H(Va) A(2)] = (Vo) {V} [A (2)]

I} [(Vz) A(2)] = (Fz) {1} [A (z)] A (Vo) {V, 1} [A (2)]
ei da distributividade

F} [(32) A ()] = (V) {F} [A (o)

{1} [(Gz) A (2)] = (Fz) {1} [A (2)] A (Vo) {L F} [A ()]

Contragao de disjuncoes de EFAs idénticas a menos de renomeacao de variaveis

W
—

TN TN TN N N N N
i

e N N e e e e N
~

ot

6
7
8

Remocao do 3° e do 4° conjuntos, redundantes em presenca do 2° conjunto

Skolemizacao

4.3 Resolucao assinalada

4.3.1 Regras de inferéncia

Héa duas regras que constituem um calculo de resolucao direto e completo em termos

de refutagdo para clausulas assinaladas e/ou formulas FNCs assinaladas:®

4.3.1. DEFINIGAO. Seja S; [P] um literal assinalado e denote-se por C' ou C; uma
qualquer clausula. Entao, (R1) e (R2) sdo duas regras de inferéncia do célculo de

resolucao assinalada:

Si[P]VC S [PV G
(S, N S2) [P]V Cy v Cs

(R1)

{}[PlvC

(R2) o
(R1) & a resolugao bindria assinalada e (S; N Sy) [P]V Cy V Cy é uma resolvente
bindria. (R2) é a regra de simplifica¢do: diz-se que uma clausula C' é uma simplifi-
cacao de C’ se C resulta de C’ pela eliminacao de todos os literais com o sinal vazio.
Note-se que em (R1), se {} € (S1NS2)[P], entdo (S; N S2) [P] é insatisfazivel e

pode ser removido da resolvente.

4.3.2. EXEMPLO. Seja W = {0, 1,2}. Aplicamos (R1) nos exemplos seguintes:

3Para uma demonstragao: Ansétegui et al. (2002).
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(1)

{23 [P] {2}[P]
O

(2) -

{0, 1} [PV {2} [Q] {1}[P]
{0} [PTV {2} Q]

Lembra-se que uma resolvente {} [P] é equivalente a [J.

As técnicas de resolucao assinalada datam basicamente do inicio dos anos 1990
(ex.: Murray & Rosenthal, 1993; Héhnle, 1994), mas na verdade pode-se dizer que
os primeiros passos em diregao a logica assinalada (e consequentemente a resolucdo
assinalada) foram dados por Rescher (1969) com o conceito de conjunto de valores
de verdade antidesignados. Como se viu (Secgao 2.2.), pode-se selecionar conjuntos
de valores designados e antidesignados de um qualquer sistema logico finitamente
multivalente de tal modo que se trabalhe com o menor nimero de conjuntos possiveis
— nomeadamente, com apenas dois conjuntos, D" e D™, os quais se pode obviamente
associar a verdade e a falsidade, respetivamente. Isto permite a aplicagao direta das
técnicas de resolucao de LC as logicas finitamente multivalentes. Com efeito, dadas
duas clausulas D' [P]VA e D~ [P]VB, obtém-se, pela aplicagao de (R1), a resolvente
AV Bse DTND™ =Q.

Contudo, como Caleiro & Marcos (2009) fazem notar, para sistemas logicos ge-
nuinamente n-valentes (sistemas para os quais n é a cardinalidade da menor colegao
de valores de verdade v,, gracas a qual eles tém uma semantica verofuncional) esta
caracterizagao bivalente implica a perda da caracterizacao verofuncional. Se se op-
tar por um compromisso entre expressividade e complexidade, entao é-se obrigado
a abordagens que salvaguardam em maior ou menor grau a multivaléncia. Como se
disse, os sistemas assinalados diferem em pontos importantes dos sistemas multiva-
lentes cujas formulas se testa em termos de validade “dentro” daqueles, mas eles sdao
equivalentes em termos de satisfazibilidade. Embora do ponto de vista da deducao
automatica a maior vantagem da logica assinalada seja a de permitir a aplicacao
das técnicas de resolucdo de LC (a qual é alids o caso mais simples de um célculo
de resolugao) as logicas multivalentes (as quais, como se viu, generalizam LC), tal
nao acarreta uma reducao completa destas tltimas a LC.

Com respeito a aplicagao de (R1), é 6bvio que, e contrariamente & resolucao clas-
sica, o literal resolvido pode permanecer (como um residuo). Tal evita-se facilmente

pela aplicagao da regra (R3).
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4.3.3. DEFINIGAO. A regra de inferéncia (R3), definida pela seguinte formulacao

S1 [PV CroeSu [PV Cor N s-0

(R3) Ci V..V,

1<i<m

chama-se resolucao paralela assinalada.

4.3.4. EXEMPLO. Seja W = {a,b,c,d}. Aplicamos (R3) no seguinte exemplo:

{a} [PV {a}[Q] {bc}[PIV{ctR] {d}[P]
{a} @V {c} [R]

Dado um conjunto de valores totalmente ordenado, a completude da resolucao
binédria assinalada é preservada para as formulas FNCMs e FNCRs se se simplicar
(R1) como

S1[P]VvCy Sy[P]VCy
C1V Cy

4.3.5. DEFINIGAO. (R4) chama-se resolugdo bindria monoassinalada/regular.

(R4) se S1 NSy =0.

4.3.6. EXEMPLO. Seja W = {0, 1,1}. Entéo a seguinte é¢ uma aplicacdo de (R4):

{0} [PIV 51 1@F {1} [PIV {1} [R]

{3
{3HQIV{1}R]

Obviamente, (R4) evita a geragio do residuo permitida por (R1).
Embora (R5) nao seja necesséaria para fins de completude, é util para a reducao
do espaco de procura (bem como para simplificar a demonstracao da completude).

Basicamente, (R5) une literais com o mesmo atomo:

S1[P]V..VS,[PlvC
(S1U...US,) [PlvC

(R5)

4.3.7. DEFINIGAO. (R5) é a regra de fusdo (merging); C' chama-se uma versao
em forma normal ou normalizada de C" se resulta de C’ pela aplicagao repetida (i.e.,
tantas vezes quanto possivel) de (R2) e (R5) a C’. (O resultado desta estratégia é a
remocao de todos os literais com sinais vazios; além disso, os atomos sao diferentes

em todos os diferentes literais em C'.)
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A extensao das regras acima aos sistemas assinalados de primeira ordem é ime-
diata, bastando para tal a introducao das técnicas de unificacao, i.e., de um umg

o, pelo que as seguintes regras de inferéncia sao vélidas no calculo de resolucao

assinalada:
(RL) RS AV E Gy 7=t
(R3) SiP 1(] (/Yl Sli mé: g”]av O o 1ng, S; =0, o =umg (P, ..., Py)
(R4") i le) \(/C'?IV CiQ)[fQ] Ve se S1NSy =0, 0 =umg (P, P,)
(R5) S1[P V..V S|PV C o — umg (Py. .. P)

(S1U...US,) [PV’

A validade das regras de inferéncia acima deve-se obviamente a generalizacao do

teorema de Herbrand (teorema 3.2.6) a conjuntos de clausulas assinaladas.

4.3.8. PROPOSICAO. Um conjunto C de clausulas assinaladas é insatisfazivel sse

é H-insatisfazivel.

Demonstragao. (=) Pela definicao 3.2.11 e pela defini¢ao de conjunto de valores
designados (cf. em especial def. 1.3.5), é 6bvio que um qualquer conjunto de cléu-
sulas assinaladas C é H-insatisfazivel se nao existe nenhuma interpretacao H tal que
valyz (C;) € D para toda a clausula assinalada C;. Logo, e ainda pela defini¢ao
1.2.5, se C é H-insatisfazivel, entao é insatisfazivel.

(<) Para um qualquer conjunto de clausulas C toda a interpretagdo Z induz
uma interpretacao HZ = {{v}[P] |valz (P)=v,P € H(C)}. Obviamente, se Z

nao satisfaz C, entao HZ nao satisfaz C. n
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4.3.9. ExeMPLO. Sejam C = {{{V} [Q (o)}, {{F} (@ ()] {1} [Q ()], {V} @ (f ()]} }
W ={V,LLF} e D ={V}. Entao,

a)),.

HC:{auf(a)af(f( ) }
(f (@), Q(f(f(a)),-.}.

H(C)={Q(a),Q

Ainterpretacao H {{V}[Q (a)] , {V}[Q (f (a))] ., {V}Q (f (f (a)))],...} ésatisfazi-
vel; pelo contrario, a interpretacdo H {{V}[Q (a)] , {F} [@ (f (a))] ., {V}[Q (f (f (a)))],...}

¢ insatisfazivel.
E possivel combinar as regras de inferéncia acima; por exemplo, a regra seguinte,
uma combinacao de uma série de passos de (R1) e (R2), ¢ um refinamento de reso-

lugao assinalada.

4.3.10. DEFINIGAO. A regra de inferéncia

S1 [PV Cy...Sk [Py V Cy
(C1U...UCy) o ’

(R6) M Si=0, o =umg(P(1<i<k)

1<i<k

chama-se macro-resolugdo (ou hiper-resolugao) e (Cy U ... U Cy) o chama-se a macro-

resolvente (a hiper-resolvente, respetivamente).
4.3.11. EXEMPLO. (Ver exemplo 4.3.16)

A dupla terminologia da defini¢do 4.3.10 deve-se ao facto de a hiper-resolucao ser
uma versao da macro-resolucao, a qual visa a reducao do niimero de resolventes pela
resolucao simultinea de varias clausulas (cf. Sec¢ao 3.4.2).

A importancia da aplicabilidade das interpretagoes H as logicas multivalentes vé-se
ainda no facto que a base de Herbrand permite um meio para um outro refinamento
da resolugao assinalada, tal como o faz no caso de LC. Falamos aqui da resolucao
por ordenamento de atomos (A-ordering): porque se refere a atomos (vs. literais),

pode ser aplicada diretamente a muitas clausulas.

4.3.12. DEFINIGAO. A regra de inferéncia

S1 [Pl] Vv (... [Pk] Vv C,,
(C1U...UCy)o ’

(R7) () Si=0, 0=umg(P(1<i<k)),

1<i<k
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Pio £ 4 Q para todo R[Q] € Cio

chama-se macro-resolu¢ao por ordenamento <4, e a conclusao chama-se macro-

resolvente por ordenamento <ju.

Tal como no caso de LC (cf. Secgao 3.4.1), é necessério especificar o ordenamento
a que sao sujeitos os atomos, sendo que este incide tipicamente sobre a profundidade
(1) dos termos e das variaveis dos atomos, estipulando-se que o atomo resolvido nao

é menor do que um qualquer literal na macro-resolvente.

4.3.2 Resolucao assinalada para légicas infinitamente

multivalentes

As regras de inferéncia acima sao imediatamente apliciveis as logicas finitamente
multivalentes. No caso das logicas infinitamente multivalentes, impoem-se algumas
consideracoes. Falamos aqui sobretudo das légicas difusas abordadas acima nas
seccoes 2.4.4 e 2.5.2. Estas logicas tém aplicacoes fundamentais em miltiplas areas;
como tal, a sua axiomatizacao e automatizacao em termos de deducao mostram-
se essenciais. Porém, como se viu acima, existem problemas por resolver no que
respeita & axiomatizacao destas logicas, o que se reflete diretamente na campo da
automatizacao, pouco desenvolvido até agora. Isto vale também para a resolucao
assinalada. Por exemplo, Baaz et al. (2001), um trabalho que de certo modo
cristaliza ainda o estado da arte em resolucao assinalada para logicas multivalentes,
mais nao faz do que apresentar algumas curtas notas sobre este topico, nenhuma
delas apontando para uma aplicagao deste calculo. Apresentamos aqui algumas
sugestoes para a aplicacao da resolucao assinalada a estas logicas.

LC pode ser considerada como o caso nao trivial mais simples de LD (obviamente,
um sistema 1ogico com |[W| = 1 é trivial). Com efeito, os conetores de LD sdo
normais (cf. def. 2.3.1 e prop. 2.3.2), pelo que a restri¢do a um conjunto de valores
de verdade W = {0,1} por 1 € D" ¢ 0 € D~ resulta num sistema classico (cf.
ainda resultados 2.4.42-5). Sabemos ja que a logica assinalada permite o raciocinio
classico em logicas multivalentes, pelo que uma aplicacao da resolugao assinalada a
LD aparece em principio como possivel. Vejamos como.

Podemos, por exemplo, com base nas defini¢oes 2.4.29 e 2.4.30 comecar por deter-
minar que € € [0.5,1]. Isto permite-nos uma redugao direta a LC por € [¢p] = V [¢] e
logo —e [¢] = F [¢] em que —e € [0,0.5) e ¢ é ou ndo quantificada. Uma tal reducao
permitir-nos-ia uma implementacao direta da resolugao assinalada num demonstra-

dor automatico como o Prover9, uma vez que V[¢] = ¢ e F[p] = —¢. Uma tal
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implementagao seria a do exemplo 3.5.2, uma vez que, a ser rigorosos, o predicado
is much smaller than faz do problema posto por Schubert um teorema difuso (cf.
exemplo 2.5.16). Com efeito, no exemplo 3.5.2 denotéamos esta propriedade pelo pre-
dicado binario Smaller (z,y), mas mais correto teria sido a denotagao por Ms (z,y)
do exemplo 2.5.16, uma vez que much é um modificador difuso da propriedade s
smaller than. Entre a valoracao valz (Ms(z,y)) = 1 e valz (Ms(x,y)) = 0, ie.,
entre a interpretagao que atribui a x a propriedade de ser muito mais pequeno do
que y sem restri¢oes (ou seja, absolutamente) e a interpretacao que recusa absolu-
tamente a z a propriedade de ser muito mais pequeno do que y (ou seja, x nao é
decididamente muito mais pequeno do y), existe uma infinidade de graus de vagueza.

Contudo, uma redugao Wrp = {0, 1} ou mesmo uma redugao de |Wyp| = n para
um qualquer n finito implica a perda da capacidade de um sistema logico de lidar
com a vagueza, a motivagdo fundamental nas bases matematicas (os conjuntos difu-
sos) da criacao das logicas difusas (cf. Zadeh, 1965; 1975). Além disso, a tradugao de
formulas de LD para logica clausal é de modo geral inexequivel, apenas com alguns
fragmentos a permitir uma tal tradu¢ao. Por exemplo, Mundici & Olivetti (1998)
demonstraram que a resolugao e a construgao de modelos para pelo menos a légica
infinitamente multivalente de Lukasiewicz sao trataveis polinomialmente nos frag-
mentos dados por clausulas de Horn e clausulas de Krom (clausulas com no maximo
dois literais). Baseiam-se para tal numa nocao de base ¢ (traduzindo 0-support) de
um literal ndo negativo L como sendo o conjunto base. (L) = {val* | val (L) > £} em
que € € (0, 1] e um conjunto de clausulas C é e-satisfazivel sse existe uma qualquer
atribui¢ao val* : Vp — [0,1]. A nocao de uma complementaridade € para literais
L e M é evidente a partir disto, e Mundici e Olivetti formulam entao uma regra de
resolugao binaria para by para duas clausulas C; = Ly, ..., L, e Cy = M;,...,M, e
uma varidvel proposicional p tais que (i) p ocorre apenas no literal positivo L; de C1,
(ii) p ocorre apenas no literal negativo M; de Cs, (iii) L; e M; sdo e-complementares.
Satisfeitas estas condicoes, C'; e Cy sao entao p-resoliveis com respeito a € na im-

plementacao da regra

Cy Gy
(Cr —{L:1}) U (Cy — {M;})

E 6bvio que a satisfazibilidade ¢ permite uma caracterizacao de p como um literal

assinalado regular, i.e. como 1 i[p] ou | i[p], mas a traducao para logica clausal
baseia-se em & (em vez de A) e em fungoes de McNaughton de uma variavel, repre-
sentando um procedimento de demonstracao interno (cf. Baaz et al., 2001). Porém,
a tradugao para logica clausal de formulas de by por este procedimento esta longe
de ser trivial (cf. Metcalfe et al., 2009, pp. 159ss).
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Uma fun¢do de McNaughton de n variaveis é uma fungao f : [0,1]" — [0,1]
que satisfaz as seguintes condicoes:
(1) f é continua;

(2) existem polinémios lineares py, ..., py tais que para cada 1 < i < k, b;,m; € Z e

para cada x € [0,1]" existe um indice j com f (z) = p; (n).

Beckert et al. (1999) apresentam um método baseado em W com uma ordem
parcial >, i.e. um reticulado (W, >), a partir do qual se obtém procedimentos de
resolucao para féormulas assinaladas regulares em FNC. O método vale apenas para
clausulas de Horn assinaladas e é interessante para nos na medida em que permite

a aplicacao dos resultados obtidos a reticulados de valores de verdade infinitos.

4.3.13. DEFINICAO. Seja A uma férmula de Horn regular sobre um reticulado
(possivelmente infinito) (W, >) com infimo L e supremo T; definimos (W, >) como

sendo o sub-reticulado de (W, >) gerado pelos elementos {i € W | i ocorre em A} U

{1}

4.3.14. TEOREMA. A ¢é satisfazivel por uma interpretacao para (W,>) sse é

satisfazivel no reticulado (Wy, >).

A demonstragdo (=) é trivial (toda a interpretagao para (W, >) é uma interpre-
tacao para (W, >) e para(<) basta demonstrar que para todos os valores de verdade

em A se verifica que

IZEtilp] sse Iy E=tifp)

o que se faz com base num operador supremum L comum aos reticulados (W, >) e

(Wa, >). Tem-se entao as regras de inferéncia

—1i[p]
Ty [pi], s Talpd 0 Tk (k] =7 7 g
Ty 1]y o T her [pea] s 1 G (el - T ik (k] =71 7 (4]

(R1)
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(R1) chama-se resolugdo unitdria reqular positiva e requer a condicao que i > i;
quanto a (R2), chama-se redu¢do regular e requer que nem ¢ > j nem j > i. Este
procedimento parece aplicavel em principio as logicas difusas (ou a fragmentos de
algumas delas) ao fazer-se coincidir L (T) com 0 (1, respetivamente).

Faz-se notar que as sugestoes acima valem apenas para as versoes proposicionais
das logicas de interesse. Até ao presente, nao se concebeu nenhum procedimento de

demonstracao eficiente para as logicas difusas de primeira ordem.

4.3.3 Correcao, completude e teorema principal da resolucao

assinalada

Uma vez que a vantagem da logica clausal assinalada é a de permitir o raciocinio
classico em logicas multivalentes em termos do cédlculo de resolucao, convém que a
generalizacao de deducao por resolucao em légicas multivalentes seja o mais con-
servadora possivel. Como se pode ver facilmente por uma comparacao da definicao
seguinte com a defini¢ao 3.3.4, a nocao fundamental de deduc¢do por resolu¢ao em

LC é imediatamente generalizdvel as logicas multivalentes:

4.3.15. DEFINICAO. Dados um conjunto de clausulas C e uma clausula C, dizemos
que C' é derivdvel de C por resolugcao multivalente, denotado por C F,ceme C, se existir

um namero finito de clausulas C1, ..., C,, = C tal que para cada C;, 1 <i < n,
1. C; é uma variante de uma clausula em C ou

2. C; & uma resolvente de variantes de clausulas C; e Cy, 7,k < 1.

A nossa abordagem a resolucao assinalada atribui um papel importante & selecao
de um conjunto de valores designados, nomeadamente porque a situa teoricamente
no contexto do SAT e do problema da decisao. Porém, verifica-se que nas aplicagoes
praticas da resolucao assinalada o interesse recai frequentemente em demonstrar ou
refutar asserc¢oes do género “valz (¢) € U para toda Z” dado um qualquer conjunto
U C W. Assim sendo, voltamos por agora a nossa atengao para este aspeto; veremos
em seguida qual o impacto deste aspeto na demonstragao da (quase-)validade de
formulas multivaloradas como “valz (¢) € D para toda Z” dado D C W.

4.3.16. EXEMPLO. Seja dadas a formula A = (Vz) P () — (Jy) P (y) e a formula

assinalada {I} [4] = {1} [(Vz) P () — (3y) P (y)] em qk;. A formula A é fechada e

queremos saber se A pode de facto tomar o valor de verdade I em qk;. Comecamos
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por obter as clausulas de {I} [A] (cf. exemplo 4.2.34) Cy = {V} [P (x)] V{F} [P (y)],
Cy = {I}[P(a)] e C3 = {V,F}[P(2)] V{LLF} [P (y)] e temos entdao o conjunto
Ciya) = {C1,Cs, Cs}. Note-se que se mostrarmos pela aplicagao das regras (R1)-
(R7) que o conjunto de clausulas Cipy(4) € insatisfazivel, i.e., Ciiya] Fresmo O, entdo
mostramos que a féormula A nao pode tomar o valor de verdade I em gk, ou seja,

{I} [A] nao é uma foérmula valida em qkb;.

Ci AV}HP (@) VAF}[P (y)]

G {1} [P (a)]

Cs {V,F}[P(@)] V{LF} [P (y)]

Cy {}[P(a)] V{F}[P (y)] Resolvente de C160 e Cy0,
0={z—a}

Cs {V}[P(z)]V{}[P(a)] Resolvente de Ci A e Co,
A={y—a}

Cs {F}[P(y1)] Cy, (R2) e renomeacao

C7 {V}[P ()] C5, (R2) e renomeacao

Cy O Resolvente de Cgo e Cro,

o ={x — c,y; — c}, por (R3)

{I} [4] foi refutada; logo, (Vx) P () — (Jy) P (y) ndo pode tomar o valor de ver-
dade I em qb5. Note-se que C5 foi removida da resolucao acima pela defini¢ao 4.2.14,
pontos (i) e (iii), uma vez efetuada a condensac¢ao de C5. Note-se ainda que podemos
obter diretamente Cs de Co e Cyo por hiper-resolucdo, 0 = {z +— a,y +— a}, o é

um umg de C e Ch.

A nogao de arvore semantica (def. 3.2.14) mostrou-se ttil para demonstrar a
completude da resolucao em LC. Ora, da-se o caso que também esta nocao é imedi-
atamente generalizavel as logicas multivalentes, nomeadamente por meio da logica
clausal assinalada. Lembramos que dado um qualquer conjunto de clausulas C, numa
arvore semantica T¢ cada ramo [ (N) é uma atribuicdao de valores de verdade aos
atomos béasicos de H (C). Seja A(C) o conjunto de atomos bésicos das clausulas
bésicas de C, i.e., A(C) C H (C): entao, cada ramo I (N) em T contém pela menos
uma atribuigio de valores de verdade a A (C) e cada atribuicao de valores de verdade
completa a A (C) (i.e., uma interpretagdo H) é um subconjunto da unido do con-
junto de literais nas arestas de I (N). Recorde-se ainda, do ponto (2) da defini¢ao
3.2.14, que N é um no6 de insucesso se I (N) falsifica uma qualquer instancia basica

de uma qualquer clausula C de C, mas I (N’) nao falsifica nenhuma instancia basica
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de alguma clausula C' de C. Temos entao que uma arvore seméantica de C é fechada
se para todo I (N) se verifica que a interseccao das FNCs obtidas de C com as FNDs
correspondentes que constituem as arestas de T¢ (cf. prop. 3.2.14(1-1)) é vazia, i.e.,

se para cada I (N) e todo o atomo A; de uma clausula qualquer C' se verifica que

(V) () -

Efetivamente, A}, ~A; ¢ uma refutacdo de \/_, A; (cf. prop. 1.1.27). Seja agora
S um sinal de um atomo A; € A(C); é 6bvio que para cada I (N) de uma arvore

semantica de C se verifica que

(\H/S[Aio . (/\ 3[AA> ~0

Logo, I (N) omite pelo menos uma atribui¢do de um valor de verdade v; € S a
um conjunto de literais de uma qualquer clausula C' e de igual modo ao conjunto de
atomos da clausula basica correspondente a C', pelo que cada I (V) omite exatamente

uma interpretacao H de C.

O teorema seguinte precisa esta generalizacao no que respeita a insatisfazibilidade
H.

4.3.17. TEOREMA. Um conjunto de clausulas C é H-insatisfazivel sse existe um
subconjunto finito A (C) C H (C) tal que toda e qualquer arvore seméantica de A (C)
é fechada para C.

Demonstra¢ao. (=) Seja C um conjunto de clausulas insatisfazivel. Pelo teorema
3.2.17, existe uma arvore semantica finita fechada de C. Seja T uma arvore seman-
tica fechada de C. Sendo fechada, todos os ramos de T¢ sao fechados, i.e., terminam
num no6 de insucesso (cf. def. 3.2.14(2)). Pela defini¢io de arvore semantica, o
nimero de nés em Ty que se encontram acima de um né de insucesso de uma arvore
semantica finita é igualmente finito. Isto implica que para cada conjunto finito de
clausulas insatisfazivel C existe um conjunto finito C’ de clausulas basicas construi-
das a partir de H (C) que é H-insatisfazivel. Logo, toda a arvore semantica fechada
TC' de C’ implica que T¢ é de igual modo fechada, pelo que para construir uma ar-
vore fechada de C basta um subconjunto finito A (C) € H (C), A(C) é o conjunto de
atomos basicos em C'.

(<) Seja Tp uma arvore semantica fechada para um subconjunto finito A (C) C
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H (C). Seja C’" o conjunto de clausulas basicas de C e seja A (C) o conjunto de atomos
basicos de C’. Suponha-se agora que C' é H-satisfazivel. Entdo, existe uma &arvore
semantica aberta TC/ de C'. Isto implica que ha pelo menos uma instancia basica
em C' de C que nao é falsificada por uma interpretacao H num né de insucesso de
Té. Logo, existe pelo menos um ramo de 7y que nao termina num noé de insucesso.
Mas isto vai contra a assunc¢ao que T¢, uma arvore seméantica de A(C) C H (C), é

fechada. Logo, C deve ser H-insatisfazivel. O

4.3.18. TEOREMA (corregao do calculo de resolucao para logicas multivalentes).

Para um qualquer conjunto de clausulas C, se C b emo [, entao C é H-insatisfazivel.

Demonstracao. Viu-se ja no caso de LC que nao ha nenhuma interpretacao que
satisfaca a clausula vazia. Logo, C é insatisfazivel sempre que [J é derivavel. Além
disso, uma vez que [J ndo tem nenhum atomo bésico pertencente a A (C) C H (C)
que possa ser satisfeito por uma interpretacao H, temos que se [J é derivavel de C,
entdo C é H-insatisfazivel, nomeadamente através de um subconjunto ¢’ CC, C' é o

conjunto de clausulas béasicas de C. O

4.3.19. TEOREMA (completude do calculo de resolugdo para logicas multiva-
lentes). Para um qualquer conjunto de clausulas C, se C é H-insatisfazivel, entao
C l_resmv |:|'

Demonstracao. Sabemos ja que se C é um conjunto insatisfazivel de clausulas, entao
todas as arvores seméanticas de A (C) sdo fechadas. Nomeadamente, toda a arvore
semantica TC/ é fechada para C. Seja C' o conjunto de clausulas béasicas assinaladas
de C. Selecionamos uma arvore T, cujas etiquetas sdo literais monoassinalados.
Comecamos pelo n6 de insucesso N de Té; visto que é um n6 de insucesso, temos
que, dadas duas clausulas C; € C e Cy € C e uma substituigao basica o, (C; — Ly) oU
(Cy — Ly) 0 ¢ um subconjunto do conjunto de refutacao de N para Lo = {v}[A] e
Lyo = {u} [A], v # u, v,u € W. Pela definicdo de arvore seméantica fechada, existe
uma resolvente C5 de (fatores de) Cy e Cy que falham em N, e um no de insucesso
para C U {C3} so pode encontrar-se em pelo menos [ (N) — 2N’ acima de N. Para
Cp, n & o nimero de resolventes em C, é entao 6bvio que o n6 de insucesso para

. . / N , .
C U{C,} se situa na raiz de 1, correspondente a clausula vazia. ]

4.3.20. TEOREMA (teorema principal da resolugao assinalada para logicas multi-

valentes). Seja ¢ uma formula fechada e seja Crg 0 conjunto de clausulas da tradugao

Luis M. Augusto 154 Logicas multivalentes



CAPITULO 4. RESOLUCAO ASSINALADA PARA LOGICAS
4.3. RESOLUGAO ASSINALADA MULTIVALENTES

clausal U® de v [¢] para um qualquer valor de verdade v € U, U C W. Entdo, todas
as interpretagoes atribuem um valor de verdade u € U a ¢ sse Cgg Fresmo U, em

que resmv designa uma qualquer das regras (R1)-(R7).

Demonstragao. (=) Dada uma formula ¢ e um conjunto de valores de verdade
U C W, se todas as interpretagoes atribuem um valor de verdade u € U a ¢ entao
v [¢] para um qualquer valor de verdade v € U ¢é insatisfazivel pela definicio 1.2.5
e pelas proposicoes 4.2.26 e 4.2.31 a traducdo clausal U® de v [¢] é insatisfazivel.
Seja que Cgg € 0 conjunto de clausulas correspondente a U®; entdo, pela proposicio
4.3.8 Cyg ¢ H-insatisfazivel. Logo, pelos teoremas 4.3.19 temos que Cgg Fresmo U
(<) Pelo teorema 4.3.18, se Cpg Fresmo O, entdo Cpg ¢ H-insatisfazivel. Pela
proposicao 4.3.8 entao Cpg € insatisfazivel. Logo, pelo teorema 1.2.8, temos que

= u @], i.e., todas as interpretagoes atribuem um valor de verdade u € U a ¢. [

Temos entao o seguinte resultado fundamental:

4.3.21. PROPOSIGAO. O algoritmo seguinte constitui uma automatizagao da

demonstracao de teoremas pelo calculo de resolucao em logicas multivalentes.

Dada uma qualquer férmula ¢ num sistema logico multivalente S com um conjunto

de valores de verdade W:

1. Formar a forma clausal D® da formula assinalada v [¢], v € D, em que D C W

e D é o conjunto de valores designados.
2. Obter o conjunto de cldusulas Cpq a partir de D®.

3. Aplicar o céalculo de resolugdo multivalente (regras (R1)-(R7)) a Cp4 de modo
a verificar a insatisfazibilidade: se Cpq € insatisfazivel, entdo u[¢], u € D, é

uma férmula valida em S.

4.3.22. EXEMPLO. Seja dada a formula {I} [(Vz) P (z) — (Jy) P (y)] do exemplo
4.3.16 e seja que Dgg, = {V}. Vimos que a formula A = (Vx) P (z) — (3y) P (y)
nao pode tomar o valor de verdade I em qb;. Obtemos entao uma demonstracao de
Fqe, 1V} [A], ou seja, da validade de {V} [A] em qLs.

4.3.23. TEOREMA. Dada uma férmula ¢ numa qualquer logica multivalente em

que D C W e D é o conjunto de valores designados, a traducao de uma qualquer
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formula assinalada v [¢], v € D, para a EFA D® e para o respetivo conjunto de
clausulas C54 combinada com a respetiva refutacao ¢ uma demonstragao da validade
de u[g], u € D.

Demonstracao. A demonstracao é trivial dados os resultados acima. O]

Concluimos que a resolugao assinalada é um célculo adequado (i.e., correto e com-
pleto) para a demonstracdo automética de teoremas em logicas finitamente multi-

valentes.

4.4 Exercicios

1. Compute as FNCs das seguintes formulas nos sistemas B, BY, K, KY e Ps:

2. Compute as FNCs das seguintes formulas em qk;.

(a) {TI} [(Vy) P (y) = (Vz) Q ()]
(b) {V}B2) R (x) A= (V) R (2)]

(¢) {F}[(Ve) =P (z) V (3y) B ()]

3. Determine a satisfazibilidade das férmulas obtidas no exercicio 2. Que conclui

em relagao & validade das férmulas originais?

4. Como se poderéd representar uma arvore semantica completa fechada para um

conjunto de clausulas numa légica trivalente?
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Tese
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Uniformidade (de um conetor, de um quantificador ou de uma logica)

Vagueza
Validade
_em grau (n)
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Variavel

__de objeto

_ individual
_ ligada

_ livre

__ proposicional
Verdade

_, funcao de
_, tabela de

_, valor de (ver Valor de verdade)
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As logicas multivalentes fazem parte do vasto campo das légicas ndo classicas.
Apresentando como caracteristica principal o facto de possuirem conjuntos de
valores de verdade com mais do que os dois valores classicos (verdadeiro e
falso), tém uma importancia central em campos como as ciéncias dos
computadores e a inteligéncia artificial, convidando ainda a problematicas
filosoficas relacionadas com o conceito de valores de verdade.

Nesta obra aborda-se as l6gicas multivalentes mais relevantes de um ponto de
vista matematico e computacional, adotando uma perspetiva dos fundamentos
a par com aplicagdes praticas. No que respeita a primeira, a nogcao algébrica
de matriz légica é aqui central. Tendo a questdo pratica hoje fulcral da
automatizacao do raciocinio em consideracdo, oferece-se ao leitor um célculo
para a automatizacdo da demonstracdo de teoremas em légicas multivalentes
— a resolugao assinalada — que pode ser facilmente implementado por um
computador humano ou num demonstrador automatico.

Trata-se de um texto autossuficiente em que sao revistas ou tratadas em
detalhe todas as tematicas essenciais a compreensdao dos fundamentos
matematicos e computacionais das légicas multivalentes e se da ao leitor a
possibilidade de realizar inUmeros exercicios praticos de revisao e
consolidagao.
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