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ACP généralisée

Les éléments de I'ACP

> wi,...,w, un échantillon de n individus. x!,...,x9 d
variables telles que ' _
X (wi) = x|
> pi,...,Pn les poids des individus. On pose alors
P1L ... 0
D= Pt
0 ... pn

» On suppose IR est muni d'une métrique M qui est une
matrice d X d définie positive.

» X = (x{) est le tableau centré des données : L'origine
0=1(0,...,0) € IRY est le centre de gravité du nuage des
individus N = { (x;, pi), i =1...n}.



ACP généralisée
Inertie d'un nuage de points

» L'inertie du nuage des points ; est définie par

=3 pi [distum(0, ;)]

» On a dist(0,x;)% = ||x|[2, = (x;) Mx;

» Soit a € R? de M—norme 1, ||a|| = 1, Le nuage obtenu par
projection orthogonal sur < a > est

Ni(a) ={(xi(a),pi)) = (< x;,a> a,p;),i=1...n}

» L'inertie de N;(a) sera

1 (N))(a)) = Zp, [dista (0, x;(a))]* = & MVMa

i=1
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L'objectif de I'ACP

Objectif : Chercher un vecteur unitaire a € IR? tel que la projection
orthogonale de A sur (a) soit d'inertie maximale.

Probléeme : Résoudre

max  a MVMa (1)
aclRY, a’ Ma=1

Solution : Si les valeurs propres de VM sont A1 > X\» > ... > Ay alors

a' vecteur propre M—unitaire associé & \; est solution de (1),

a’ vecteur propre M—unitaire associé a la valeur propre o est

solution de (1) M—othogonale 3 a...
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Les résultats de I'ACP

» Les composonates principales C!,..., C? : vecteurs
contenants les coordonnées des individus sur les axes

(a),...,{a%) :
Vk=1...d CKk=XMa

1

» Les axes principaux a', ..., a% : les axes de projection des

individus <al> sy <ad>

» Les facteurs principaux u', ..., u9 : les coefficients de la
combinaison linéaire dans I'écriture des composantes
principales en fonction des variables :

1

d
_ k _ k. j k _ y, .k
Vk=1...dCk=) ufx = C=Xu
j=1
ut, ..., uk sont les vecteurs propres M~1—orthonormés de la

matrice MV,
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Approzimation de Matrices

Produit Scalaire des Matrices

» M(n,d) est I'ensemble des matrices réelles centrées a n lignes
et d colonnes

» D et M deux matrices diagonales d'éléments diagonaux
positifs et de dimensions resp. n x net d x d.

» Pour tout X = (xI’) et Y= (yl’) dans M(n, p), on a

(X, Y) = tx(X'DYM) = Y pim; xly] (2)
» Si X est une matrice centrée alors
X112 ij Z mi(x)? | = pdin(0,x)
i=1

o'u x; est la i—eme ligne de X (un point de IRY).



Approzimation de Matrices

Théoreme d'Eckart-Young

Théoréme
Soit X € M(n,d) de rang r. Pour tout k =1,...,r, les
ceefficients de la matrice

Yk
X" = a'rgHHnYE/\/I(n d) et rg(Y)=k ||X Y”

se calculent par

. fuf
() = (3)
mj
k=1
o'u
> (ul,...,u") est une famille de vecteurs M~ —orthonormées

vecteurs propres de la matrice MV = MX'DX.
» pourtout ! =1...r, Ccl = Xu'.
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Les données

» Sur un échantillon de n individus on a observé 2 variables
qualitatives X et Y ayant respectivement / et J modalités.

» Les modalités de X (resp. de Y) sont {x1,...,x/} (resp.
)

» On construit le tableau N de taille / x J de coefficients nj; =
nombre d'individus X = x; et Y = y;.

» On considere la matrice F = N/n = (f;;) ol f; est la
fréquence d'observation de X = xj et Y = y;.



Analyse Factorielle des Correspondances

Les profils-lignes

» Fréquence marginales de X, pour tout i =1,...,/
J
fiy = Z fij
Jj=1
> Les profils-lignes sont les vecteurs de IR’

ﬁY:(fil f"J>,
C\ERTT R

» La matrice des profils-lignes est la matrice de lignes les fiY :

FY =D/ 'F
fir ... 0

0 fi+

138
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Les profils-lignes (suite)

» Nuage des profils-lignes : c'est I'ensemble des points f,-Y de
IR’ muni chacun du poids f;; :

Ny ={ (£ fiy),i=1...1}
» Dans IR’ on considére le produit scalaire de métrique Djl o'u

fii ... 0
D, = .

Donc
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Les profils-colonnes

» Fréquence marginales de Y, pour tout j =1,...,J
!
foj= Z fij
i=1
> Les profils-lignes sont les vecteurs de IR/

;X = (flf f’f>/
’ fj o fy

» La matrice des profils-colonnes est la matrice de lignes les f;-X :

FX — DJ—l F/

fi ... 0
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Les profils-colonnes (suite)

» Nuage des profils-colonnes : c'est I'ensemble des points GX de
IR muni chacun du poids £ :

NJ:{(f f_|_J j—]_ J}

» Dans IR' on considere le produit scalaire de métrique Dfl ol

I
nyEIRI Z XiYi

16
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La distance du y?
» la distance (du x?2) deux points profils-lignes de £." et £,’

g (-8
2 firy

=1 +J ’+

» Equivalence distributionnelle : On montre que si deux
R : fi  fiy
colonnes de F ont les mémes profils-colonnes : — = ——
on les regroupe en un seul effectif f; + f les distances entre

les profils-lignes ne changent pas :

LG ) L (5 Y’
frj \fir  firg frjp \ iy firy

1 fj+f  fp+ fijr)?
 ft ( fiv oy >

et
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Centre de gravité

> Le centre de gravité du nuage N, (resp. N;) des profils-lignes
(resp. profils-colonnes) est

£ = (Fraeee frs) (resp. £X = (... fis)

» En effet
fi1
I I fit
o =Y fi | [ =oY
i=1 i=1 fi

f;_
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ACP sur les profils-lignes

> Eléments de I'ACP :
individus  profils- Iignes fY

tableau des données FY = D~ LF
métrique D !
poids D,

> Inertie du nuage N, par rapport au centre de gravité :

I
vy = > firdH(£Y )
i=1
f: 2
= S o (1)
l+ j+
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Inertie et Indépendances

» On considére le test
Ho X1Y wvs H1 . X_,M_Y

Sous Hy, la statistique T = nly, suit approximativement une
loi de x2((/ —1)(J — 1))
» Si X = x; est indépendant de Y = y; pour tout i/, alors

fij = fiyf;; donc pour tout j et i

FX=f% et f¥=1£"
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Matrice de covariance

La matrice covariance s'exprime :

V= (FYYD)(FY)—fY(f¥Y

Proposition
La matrice VDJ_1
» admet 0 comme valeur propre de vecteur propre fY .

> a les les mémes vecteurs propres associés aux mémes valeurs
de la matrice (FY)’D/(FY)DJ1 sauf fY est un vecteur propre
de (FY)'Dy(FY)D;! associé & Ia valeur propre 1.

Remarque. (FY)'D)(FY)= F'D;'D;D;'F = F'D;'F
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Petits calculs...

» DY =1,=(1,...,1Y e R/, F1, =X, D)1, =Y.

» De méme D' fX =1, =(1,...,1Y e R/, F'1, = fY,
D/l/ = fX

» On conclut VD1 fY =0 et (FY)YD;(FY)D;*fY =0

» Pour calculer composantes, axes, facteurs principaux il suffit

de calculer les vecteurs propres Djl—orthonormés de la
matrice (FY)'D;(FY)D;*.
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Calcul des composantes, axes et facteurs principaux

» Axes principaux : ¥ a% ..., a’ sont les vecteurs propres

Djl—orthonormés de la matrice F’D,_lFDj_l.
» Facteurs pricipaux : 1,,u2, ..., u” sont les vecteurs propres
D j-orthonormés de la matrice DJ_IF’D,_IF

» Composantes principales : 1,,C2 ... C/ ou
Ck=D; ' Fuk = D' FD;*ak pour tout k =1...1.
Les C* sont les vecteurs propres de la matrice D,_lFDle’.
Les Ck sont 2 a 2 Dj-orthogonales.
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Contributions, Qualités

» Contributions : C,-k étant la coordonnée du profil-ligne f’_y sur
le k—eme axe principale (ax). Donc sa contribution a I'inertie

de cet axe pour k > 2
fi (CF)
CTRk(f:IY) — +( i )
Ak

» La Qualité de la représentation est alors

(¢

LT (fY) = L ——
Q k(/ ) dig(fiy,fy)

24
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Reconstitution des données

» Appliquant (3) 3 X =D 'F, M = DJ_1 et D = Dy, pour tout

ihJ |

J
» Donc Z C,-kuf mesure |'écart par rapport a I'hypothese
. k=2
d’'indépendance.
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ACP sur les profils-colonnes

> Eléments de I'ACP :
individus proﬁls colonnes fX

tableau des données =Dy =
métrique D 1
poids DJ

> Inertie du nuage N par rapport au centre de gravité :
J
In, = Z fj+d§2('§xv fX)2
j=1
2
- Shede (7% -1) (5)
l+ J+
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Calcul des composantes, axes et facteurs principaux

» Axes principaux : fX,b? ..., b' sont les vecteurs propres
Dl_l—orthonormés de la matrice FDJ_lF’Dl_l.

» Facteurs principaux : 1,, v2,...,v! sont les vecteurs propres

D;-orthonormés de la matrice DleDle’

> Composantes principales :1,C%...,C ol
Ck =D F'vk = DY F'DyYb* pour tout k=1...J.
Les Ck sont les vecteurs propres de la matrice DJ_lF’Dl_lF.
Les Ck sont 2 3 2 D -orthogonales.
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Relation entre a* et b*

1
> bk = —— FD;ak. En effet

V Ak
FD;' F'D/t FDj o
——

[N —
=\cak

1
De méme ak = —— F’Dl_lbk.

VK

= M\ FD*a*

28
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Relation entre CK et Ck

~ 1
» Ck= —_D71F'Ck. En effet,

Ve !
~ 1
Ck=D'F'D/ bk = ——D;'F' D1 FD; o
J I NVt
=Ck
k L 17k
De m?me C* = D "FC
Ak
» Donc pour tout i, j, on a les relations barycentriques :
Cl'k - N' 6
v Z G (6)
ck = (7)

j rzf+J
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Interprétation

» De la relation (6), on conclut que la représentation d'un

profil-ligne f,-y sur le k—eme axe principal est le barycentre (a
, . i

VA pres) des profils-colonnes f,.X munis des poids fi :

i

» Dans une représentation simultanée : Un profil-ligne fiY
proche d'un profil-colonne f,.X indiquerait une forte
correspondance entre les deux modalités.

30
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Elements supplémenaires

» On dispose de Js; colonnes supplémentaires qui concernent la
variables Y et on veut situer ces points-colonnes par rapport
aux J pofils-colonnes analysés.

> j est une colonne supplémentaire, son profil-colonne

(F)s = (flf f’f>/
J S +j7 7+j

» Pour représenter (GX)S on projéte ce point-colonne sur les
axes-principaux. Sa coordonnée sur le k—&me axe

(G)s = (£ b

» On a aussi la relation barycentrique

(js rzuck

31
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Mise en ceuvre des calculs

La matrice a diagonaliser est F'D,_lFDJ_1 de dimensions J x J. On
pose A = F’D,_lF qui est symétrique

Proposition

. —1/2% 4—1/2 - A
La matrice A= D, "AD est symétrique et a les mémes
valeurs propres que F'D;” FDjl. Les vecteurs propres sont liés par

a= Dj/zw

Preuve.

F'D;'F Dy'a=aA = D;Y?AD; " D;Y%a= D, %an
EA,_/ ~—— =
A

=w =w
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Données

» On observe sur n individus p variables qualitatives x!, ..., xP.
» Chaque variable x/ a ki modalités.
» Chaque individu peut étre muni d'un poids p;, i =1,...,n.

» On transforme notre matrice données originale en une matrice
Z = (2!) de dimensions

P
n X ij
Jj=1

telle que z,-’ = '1/0 selon la modalité prise par w; par rapport a
une variable x’.
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L'ACP est une ACM

> Les poids des individus sont p;.

» La matrice X = (x/) des I'ACP est de dimensions n x Zle ki

-1 siz,-’——O
/
Xi 1
—1 sizl=1
f(kj) si z;

ou f(k;j) est la fréquence de la modalité k;.

> Les poids sur les variables (les colonnes de X) sont f(k;)/p.
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